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Teorie

Véta 1 (Nutnad podminka existence extrému). Necht n € N, G C R” je oteviena, a € G a
i € {1,---,n}. Necht funkce f : G — R ma v bodé a lokalni extrém. Potom bud %i(a)

neexistuje nebo %i(a) = 0.

Véta 2 (Postac¢ujici podminky pro lokalni extrém). Necht G C R je oteviend, a € G a necht
f € C*(G). Necht grad f(a) = 0. Pak

1. Je-li kvadraticka forma f”(a) positivné definitni, pak funkce f nabyva v bodé a svého
ostrého lokadlniho minima.

2. Je-li kvadraticka forma f”(a) negativn& definitni, pak funkce f nabyva v bodé a svého
ostrého lokadlniho maxima.

3. Je-li kvadraticka forma f”(a) indefinitni, pak funkce f nenabyva v bodé a lokalniho
extrému.

Poznamka 3 (Sylvesterovo kritérium). Necht A je symetrickd matice redlnych &isel typu
(n,n). Ozna¢me {Dy} posloupnost determinanti levych hornich rohii. Pak

1. A je positivné definitni, pravé kdyz v8echna Dy > 0;

2. A je negativné definitni, pravé kdyz D1 < 0, Dy > 0, D3 <O0...;

3. jestlize vSechny hlavni subdeterminanty jsou nenulové a navic nenastaly pfedchozi pii-
pady, pak A je indefinitni.

b d
Poznamka 4. Symetrickd matice (d > je
c

1. positivné definitni, pravé kdyz b > 0 a be > d?,

2. A je negativné definitni, pravé kdyz b < 0 a bc > d?

3. indefinitni, pravé kdyz be < d2.

Algoritmus: Lokalni extrémy (v zavorce dimenze pro funkci 2 proménnych):

1. Zderivujeme - mame (dvé) parcialni derivace.

2. Polozime derivace rovny nule. Vyiesime soustavu a najdeme podezielé body.

3. Vytvofime matici druhych derivaci (2x2).

4. Dosadime podezielé body. Pro kazdy dostaneme matici. Vyhodnotime ji Sylvesterovym
kritériem (pfip. technikami z lingebry) - zjistime definitnost. Tim vySetiime podezielé
body a ziskdme lokalni extrémy nebo sedla.

5. Pokud je matice semidefinitni, vySetiime funkci ,,néjak jinak*.

Poznamka 5. Necht f : R™ — R je spojité zobrazeni. Pak pro otevienou mnozinu G C R je
f~H(@Q) oteviena v R™ pro uzavienou mnozinu F' C R je f~1(F) uzaviena v R".

Definice 6. Mnozina M C X se nazyva omezend, jestlize IK diam(M) < K.
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Priklady
1. Najdéte lokalni extrémy funkci (ptiklad s

(a) flz,y) =2+ (y—1)?
(b) flz,y) =2~ (y—1)?
(c) fla,y) =2 +y> -3y
(A)* f(z,y) = eV (29 + 2?)

2. Najdéte lokalni extrémy funkci
(a) fz,y) =2y* — day + 2" + 3

(b) f(x,y) = 22% 4+ 92y® + 1522 4 27y?

* je pracny a na dlouho)

(e) f($7y):$y+%o+%,$,y>o
(£) flz,y) =

(&) fl@,y,2)=a+y°+2° = 3(ay +22)

(z—y+1)°

(c) f(f’?,yvz)=$3+y2+22+12my+22
2
(d) f(z,y,2) = 2*+y? + —3x2—2y+22

3. Urcete, zda jsou nésledujici mnoziny oteviené nebo uzaviené a peclivé zdtivodnéte:
(a) {[z,y] eR?:2? =y <2}
(b) {[z,y] € R?: arctan(z? + 3?) > 5}
(e) {[z,y] € R?: =3 < el**~¥’| < 2}
(d) {[z,y] eR*:0<z<1,-3<y<3,z+4+y<5}
4. Urcete, zda jsou nasledujici mnoziny omezené
(a) {[z,y] e R?: 2? +y* < 3} (d) {[z,y] € R?:sin(zy) < 1}
b) {[r,y] €R?: =+~ <10 (&) {lz,y] € B? 12 + % < 2}
.Y 21y
9 Ty 1
(¢) {[z,y] e R*: 2% + 24> <1} () {l,y] € R": 22+ 42 5}
Bonus

5. Ukazte, ze funkce f(z,y) =
vSem piimkim, ale nema tam minimum.

Hint: Zkoumejte hodnoty na k¥ivce [%yz, yl.

(z — y?)(27 — y?) ma v [0,0] lok. minimum vzhledem ke

. Najdéte Hessovu matici v nasledujicich funkei [0,0] a diskutujte existenci maxima —
minima — sedla vzhledem k semidefinitnosti matice.

(a) o* +y* (b) —a*—y? (c) a* —y*
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