
1. cvi£ení � Implicitní funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Ukaºte, ºe rovnice (x2 + y2)2 − 3x2y − y3 = 0 ur£uje na okolí bodu [0, 1] implicitn¥
zadanou funkci y(x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ 0.

Zdroj p°íkladu: http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf

�e²ení: Poloºme F = (x2 + y2)2 − 3x2y − y3, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (0, 1). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (0, 1) = 1− 0− 1 = 0

(c) ∂F
∂y = 2(x2 + y2)2y − 3x2 − 3y2, ∂F

∂y (0, 1) = 1 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (y0 − δ, y0 + δ) s vlastnostní
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x0 − ε, x0 + ε)).

Uvaºujme p·vodní rovnici (y je nyní funkce, pro názornost m·ºeme psát y(x)):

(x2 + y(x)2)2 − 3x2y(x)− y(x)3 = 0

Zderivujme ob¥ strany podle x (pozor na vnit°ní funkci) a vyjád°eme y:

2(x2 + y(x)2)(2x+ 2y(x)y′(x))− 6xy(x)− 3x2y′(x)− 3y(x)2y′(x) = 0

4x3 + 4x2y(x)y′(x) + 4xy(x)2 + 4y(x)3y(x)′ − 6xy(x)− 3x2y(x)′ − 3y(x)2y(x)′ = 0

y′(x)
(
4x2y(x) + 4y(x)3 − 3x2 − 3y(x)2

)
= −4x3 − 4xy(x)2 + 6xy(x)

y′(x) =
−4x3 − 4xy(x)2 + 6xy(x)

4x2y(x) + 2y(x)3 − 3x2 − 3y(x)2

Dosadíme (x, y(x)) = (0, 1) a získáme

y′(0) =
0

−1
.

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme rovnici (budeme pro zjednodu²ení psát y
místo y(x)).

y′
(
4x2y + 4y3 − 3x2 − 3y2

)
= −4x3 − 4xy2 + 6xy

Tedy

y′′
(
4x2y + 4y3 − 3x2 − 3y2

)
+ y′

(
8xy + 4x2y′ + 12y2y′ − 6x− 6yy′

)
=

−12x2 − 4y2 − 8xyy′ + 6y + 6xy′

Dosadíme x = 0, y(x) = 1 a y′(x) = 0.

y′′(0)(0 + 4− 0− 3) + 0(0 + 0 + 0− 0− 0) = −0− 4− 0 + 6 + 0

Tedy
y′′(0) = 2.
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2. Ukaºte, ºe rovnice x2 + xy2 − y2 = 1 ur£uje na okolí bodu [−2, 1] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Spo£t¥te první derivaci této funkce v bod¥ −2.

Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = x2 − y2 + xy2 − 1, G = R2, k = 1 a (x̄, ȳ) = (−2, 1). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (−2, 1) = 4− 2− 1− 1 = 0

(c) ∂F
∂y = −2y + 2xy, ∂F

∂y (−2, 1) = −2− 4 = −6 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (y0 − δ, y0 + δ) s vlastnostní
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x0 − ε, x0 + ε)).

Zderivujeme podle x a pouºijeme vzorec.

∂F

∂x
= 2x+ y2,

∂F

∂x
(−2, 1) = −4 + 1 = −3.

Pak

y′(−2) = −−3

−6
= −3

6
.
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3. Ukaºte, ºe rovnice x2 + y2 + xy − 3 = 0 ur£uje na okolí bodu [1, 1] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ 1.

Zdroj p°íkladu: http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf

�e²ení: Poloºme F = x2 + y2 + xy − 3, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (1, 1). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (1, 1) = 1 + 1 + 1− 3 = 0

(c) ∂F
∂y = 2y + x, ∂F

∂y (1, 1) = 3 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (y0 − δ, y0 + δ) s vlastnostní
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x0 − ε, x0 + ε)).
Zderivujeme p·vodní rovnici

2x+ 2yy′ + y + xy′ = 0

y′(2y + x) = −2x− y

y′ =
−2x− y

2y + x

Dosadíme bod [1, 1] a získáme
y′(1) = −1.

Pro druhou derivaci zderivujeme je²t¥ jednou

y′′(2y + x) + y′(2y′ + 1) = −2− y′

y′′ =
−y′(2y′ + 1)− 2− y′

(2y + x)

y′′ =
−2(y′)2 − 2y′ − 2

(2y + x)
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y′′(2y + x) + y′(2y′ + 1) = −2− y′

y′′ =
−y′(2y′ + 1)− 2− y′

(2y + x)

y′′ =
−2(y′)2 − 2y′ − 2

(2y + x)

Dosadíme x = 1, y = 1, y′ = −1:

y′′(1) =
−2 + 2− 2

2 + 1
= −2

3
.

4. Ukaºte, ºe rovnice y − 1
2 sin y = x ur£uje na okolí bodu [π, π] implicitn¥ zadanou funkci

y(x). Najd¥te rovnici te£ny v bod¥ [π, π].

Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = y − 1
2 sin y − x, G = R2, k = 1 a (x̄, ȳ) = (π, π). Pak

(a) F ∈ Ck(G),

(b) F (π, π) = π − 0− π = 0,

(c) ∂F
∂y = 1− 1

2 cos y,
∂F
∂y (π, π) = 1 + 1

2 = 3
2 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (y0 − δ, y0 + δ) s vlastnostní
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x0 − ε, x0 + ε)).

Zderivujeme podle x a pouºijeme vzorec.

∂F

∂x
= −1,

∂F

∂x
(π, π) = −1.
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Pak

y′(π) = −−1
3
2

=
2

3
.

Pro rovnici te£ny platí
y = y0 + f ′(x)(x− x0)

Tedy

y = π +
2

3
(x− π).

5. Ukaºte, ºe rovnice y − 1
2 sin y = x ur£uje na okolí bodu [π−1

2 , π2 ] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Ur£ete, zda graf této funkce leºí na okolí daného bodu pod te£nou nebo
nad te£nou.

Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = y − 1
2 sin y − x, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (π−1

2 , π2 ). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (π−1
2 , π2 ) =

π
2 − 1

2 + 1
2 − π

2 = 0

(c) ∂F
∂y = 1− 1

2 cos y,
∂F
∂y (

π−1
2 , π2 ) = 1 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (y0 − δ, y0 + δ) s vlastnostní
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x0 − ε, x0 + ε)).
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Zderivujeme p·vodní rovnici

y′ − 1

2
cos yy′ = 1

y′
(
1− 1

2
cos y

)
= 1

y′ =
1(

1− 1
2 cos y

)
Dosadíme

y′
(
π − 1

2

)
=

1

1− 0
= 1

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme

y′′
(
1− 1

2
cos y

)
+ y′

(
1

2
sin yy′

)
= 0

y′′ = −
y′
(
1
2 sin yy

′)(
1− 1

2 cos y
)

Dosadíme x = π−1
2 , y = π

2 , y
′ = 1:

y′′ = −
1
2

(1− 0)
= −1

2

Dohromady máme: funkce y je C2, tedy y′′ je spojitá. Navíc y′′
(
π−1
2

)
= −1

2 < 0. Odtud
máme, ºe existuje okolí bodu x0 takové, ºe druhá derivace je na tomto okolí záporná.
Funkce je tam tedy konkávní a leºí pod te£nou.

6. K rovnici −x2 + y2 − 2xy + y = 0 najd¥te body, v nichº jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty
o implicitní funkci a které jsou stacionárními body takto implicitn¥ de�novaných funkcí
jedné prom¥nné. Rozhodn¥te, zda jsou v t¥chto bodech lok. extrémy.

Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = −x2 + y2 − 2xy + y, G = R2, k = 2. Máme F ∈ Ck(G).

Hledáme takové body (x, y), kde

(a) F (x, y) = −x2 + y2 − 2xy + y = 0

(b) ∂F
∂y = 2y − 2x+ 1 ̸= 0

(c) y′(0) = −
∂F
∂x
∂F
∂y

= 0, tedy ∂F
∂x = −2x− 2y = 0 (stacionární body)

Ze 3. rovnice máme y = −x. Dosadíme do první:

−x2 + x2 + 2x2 − x = 0

x(2x− 1) = 0.

Celkem máme body (0, 0) a (12 ,−
1
2). Pro oba je navíc spln¥na podmínka ∂F

∂y ̸= 0.
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Tedy jsou v obou bodech spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci.

Spo£teme dv¥ derivace.

−2x+ 2yy′ − 2y − 2xy′ + y′ = 0

y′(2y − 2x+ 1) = 2x+ 2y

dále
y′′(2y − 2x+ 1) + y′(2y′ − 2) = 2 + 2y′

y′′ =
−y′(2y′ − 2) + 2 + 2y′

(2y − 2x+ 1)

Dosadíme nalezené body (navíc máme, ºe y′ = 0). Tedy

y′′(0) =
2

1
> 0.

y′′(
1

2
) =

2

−1
< 0.

Záv¥r: v bod¥ (0, 0) je lok. minimum a v bod¥ (12 ,−
1
2) je lok. maximum.

Zkou²kové p°íklady

7. Ukaºte, ºe daná rovnice ur£euje na okolí bodu [x̄, ȳ] implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nné
x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ x̄.

(a) sin(xy) + cos(xy) = 1, [x̄, ȳ] = [π, 0]

(b) 2x4y + x3 + y3 + xy = 1, [x̄, ȳ] = [1, 0]

(c) ln(x2 + y2 + cos(xy)) + y = 0, [x̄, ȳ] = [0, 0]

(d) xy + yx = 2y, [x̄, ȳ] = [1, 1]

(e) esinx2
+ esinxy = 2y + 2, [x̄, ȳ] = [0, 0]
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(f) π/2 + arcsin(x+ y2) = arccos(y + x2), [x̄, ȳ] = [0, 0]

(g) arctan(y2 + xy) = exy − cosx+ y, [x̄, ȳ] = [0, 0]

Zdroj p°íklad·: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/fsv/mat2/pisemky/m

2-97-98.pdf
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Teorie

8. Rozhodn¥te, zda je podmínka ∂F
∂y (x̄, ȳ) ̸= 0 ve v¥t¥ o implicitní funkci nutná. Dokáºete

sestrojit funkci (alespo¬ obrázkem), u níº platí v²echny p°edpoklady aº na tento, a p°esto
platí záv¥r?

�e²ení: Nap°. funkci y = 3
√
x lze nanpsat i jako implicitní funkci k rovnici y3 = x. Pak

v bod¥ (0, 0) není spln¥na podmínka nenulové derivace, p°esto jde zjevn¥ o funkci.

Jiný p°íklad na obrázku
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