1. cviceni — Implicitni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Ukazte, ze rovnice (22 + y?)? — 322y — y> = 0 uréuje na okoli bodu [0,1] implicitné
zadanou funkci y(z). Spoc¢téte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 0.
Zdroj ptikladu: http://homel.vsb.cz/ "kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
Regeni: Polozme F = (22 + y?)? — 322y — %, G =R? k=2a (z,7) = (0,1). Pak

(a) F eCF@)

(b) F(0,1)=1-0—-1=0

(c) %—Z = 2(2% + 9%)2y — 3% — 392, %—5(0, 1)=1#0.

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a 6 > 0 takové,
ze pro kazdé x € (xg — €, x9 + €) existuje pravé jedno y € (yo — 0, yo + 0) s vlastnostni
F(z,y) = 0. Oznadime-li toto y symbolem o(x), pak ¢(z) € C?((xo — &, z0 +€)).

Uvazujme ptivodni rovnici (y je nyni funkce, pro nazornost miizeme psat y(x)):
(22 +y(2)*)? = 32y (z) — y(2)* =0
Zderivujme obé strany podle x (pozor na vnitini funkci) a vyjadieme y:
2(2® + y(2)*) (22 + 2y(2)y (2)) — 6y(x) — 32>y (x) — 3y(2)*y'(x) = 0
4z’ + dxPy(2)y () + 4wy (2)? + dy(2) y(z) — 6ry(z) — 32®y(2) - 3y(z)*y(z) = 0
y'(z) (4?y(z) + 4y(2)® — 32% — 3y(z)?) = —42® — day(z)* + 6zy(x)

.o —4x3 — day(x)? + 6xy(7)
v o p v e i e

Dosadime (z,y(z)) = (0,1) a ziskame

.....

misto y(z)).
Y’ (4x2y + 492 — 322 — 3y2) = 423 — day® 4 6y

Tedy
y" (42%y + 4y° — 32% — 3y°) + v/ (8wy + 42y + 12y%y — 62 — 6yy') =
—1222 — 4y2 — 8zyy + 6y + 621/

Dosadime z =0, y(z) =1 a y/(x) = 0.

y"(0)(0+4-0-3)+004+0+0-0-0)=-0-4—-0+6+0

Tedy
y"(0) =2.
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0.0F,

2. Ukazte, Ze rovnice 2 + xy? — y? = 1 urcuje na okoli bodu [—2, 1] implicitn& zadanou

funkei y(x). Spoc¢téte prvni derivaci této funkce v bodé —2.

Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

Regeni: Polozme F =22 —y?>+ 23> -1, G =R k=1a (z,7) = (-2,1). Pak

(a) F eCF@)

(b) F(=2,1)=4—-2-1-1=0

() G = —2y+2wy, Fo(-2,1) = —2-4=-6#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a § > 0 takové,

7e pro kazdé x € (xg — &,z + €) existuje pravé jedno y € (yo — d,y0 + 9) s vlastnostni
F(z,y) = 0. Oznadime-li toto y symbolem o(x), pak ¢(z) € C?((xg — &, z0 +€)).

Zderivujeme podle = a pouZijeme vzorec.

oF 9 oF
— =2 —-21)=—-4+1=-3.
Pak 3 5
. _
)
Y(=2)=-—=-¢
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3. Ukazte, Ze rovnice 2 + y? 4+ xy — 3 = 0 uréuje na okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou
funkei y(x). Spoc¢téte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 1.

Zdroj ptikladu: http://homel.vsb.cz/ "kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
Regeni: Polozme F =22+ 9?42y —3,G=R?* k=2a (z,7) = (1,1). Pak

(a) F eCF@)

(b) F(1,1)=14+1+1-3=0

(c) g_g =2y +u, %—5(1,1) =3+#£0.
Tedy jsou splnény podminky v&ty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové,
ze pro kazdé x € (xg — €,z + ¢€) existuje pravé jedno y € (yo — 0, yo + 0) s vlastnostni

F(z,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem o(z), pak o(z) € C*((xg — ¢,70 + €)).
Zderivujeme puvodni rovnici

2z 4+ 2yy' +y+xy =0
y(2y+a)=-2r-y
p_ T2y
2942z

Dosadime bod [1, 1] a ziskame
y'(1) = -1

Pro druhou derivaci zderivujeme jesté jednou

y'2y+a)+y' 2y +1) = -2y
"o _y/(2y/ + 1) —2—y
(2y + )
" _2(3//)2 - 2y, —2
B (2y + z)
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4. Ukazte, ze rovnice

Y'y+a)+y (2 +1)=-2—y
"o —y’(2y’ + 1) —2- y/

(2y + )
v 20y -2y -2
N (2y + x)
Dosadime x =1,y =1, 9 = —1:
—24+2-2 2
" o - _Z
=5 3

1
2
y(z). Najdéte rovnici teény v bodé [, 7].

siny = x ur€uje na okoli bodu [7, 7] implicitné zadanou funkci

Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

Regeni: Poloime F =y — Lsiny — 2, G=R% k=1a (z,7) = (7,7). Pak

2
(a) FeCHG),
(b) F(m,m) =1 —0—m =0,
(c) %zl—%cosy, %—5(%,77):1—1—%:%#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a d > 0 takové,

ze pro kazdé x € (xg — €,z + €) existuje pravé jedno y € (yo — 0, yo + 0) s vlastnostni
F(z,y) = 0. Oznadime-li toto y symbolem o(x), pak ¢(z) € C?((wo — &, 20 +€)).

Zderivujeme podle z a pouzijeme vzorec.

oF oF
% = —1, %(ﬂ',ﬂ') =—1.
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Pak

Pro rovnici te¢ny plati

Tedy

-5 1L

¥ < . 1 .- . v . a—1 w1 - e
. Ukazte, Ze rovnice y — 5siny = x urCuje na okoli bodu [*5~, §] implicitné zadanou

funkci y(x). UrCete, zda graf této funkce lez na okoli daného bodu pod tecnou nebo
nad tecnou.

Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

ReSeni: Polozme F =y — %siny —2,G=R% k=2a (7,9) = (”T_l, 7). Pak

(a) F eCF@)

) PR 5 =F-3+5-5=0
(C) ?’9_5_ —%COSy, %_5(%_1’%):1750

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a 6 > 0 takové,
Ze pro kazdé x € (xg — €, x9 + €) existuje pravé jedno y € (yo — 0, yo + 0) s vlastnostni
F(z,y) = 0. Oznadime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((wo — &, 20 +€)).
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Zderivujeme ptvodn{ rovnici

/ 1 /
Y —gcosyy =1

1
Yy <1— 2cosy) =1

/_
V= (1—%(:033/)

Dosadime

Z 1 / 1 . /
Y 1—§cosy +y §s1nyy =0

Dosadime z = T3, y =2, ¢/ = 1:

Dohromady mame: funkce y je C?, tedy y” je spojita. Navic y” (Z31) = —3 < 0. Odtud
mame, ze existuje okoli bodu xy takové, zZe druh& derivace je na tomto okoli zaporna.
Funkce je tam tedy konkavni a leZ{ pod te¢nou.

6. K rovnici —22 + y? — 22y + y = 0 najdéte body, v nichZ jsou splnény piedpoklady véty
o implicitni funkci a které jsou stacionarnimi body takto implicitné definovanych funkci
jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou v téchto bodech lok. extrémy.

Zdroj piikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

Reseni: Poloime F = —22 4+ 4% — 2zy +y, G =R2, k= 2. Mame F € CH(@).
Hledame takové body (z,vy), kde

(a) Flz,y)=—a®+y*> —2zy+y =0
(b) 95 =2y —22+1#0

OF

(¢) ¥'(0) = *%% =0, tedy %—5 = —2x — 2y = 0 (stacionarni body)
Yy

Ze 3. rovnice mame y = —x. Dosadime do prvni:

—? 4?4222 —2=0
z(2z —1) =0.

Celkem méme body (0,0) a (3, —1). Pro oba je navic splnéna podminka %—Z # 0.
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Tedy jsou v obou bodech splnény podminky v&ty o implicitni funkci.

Spoc¢teme dvé derivace.

—2x+2yy — 2y —2zy' +y =0
y'(2y —22+1) =21+ 2y
dale
v'(2y—22+1)+9' (2 —2)=2+2¢
"o_ —y'(2y —2)+2+2y
2y — 2z + 1)

Dosadime nalezené body (navic mame, %e 3y’ = 0). Tedy

2
y//(0)=I>0
1 2
"
-)=—<0.
vig)=—7<

Zévér: v bodé (0,0) je lok. minimum a v bod# (1, —3) je lok. maximum.

o7

Zkouskové priklady

7. Ukazte, ze dand rovnice ur¢euje na okoli bodu [z, y] implicitné zadanou funkci (proménné
x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé z.

(a) sin(zy) + cos(zy) = 1, [z, y] = [, 0]

(b) 22y +a° +y° +ay = 1,[z,9] = [1,0]

() In(z? +y* + cos(zy)) +y = 0, [z, 7] = [0,0]

(d) =¥ +y" =2y [z,9] = [1,1]

(e) S 4 S ey — 2y 4 2 [z, 9] = [0,0]
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(f) 7/2 + arcsin(z 4 3?) = arccos(y + z2), [Z, 7] = [0, 0]
(8) arctan(y? + 2y) = ™ — cosz +y, [7,5] = [0,

Zdroj prikladd: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/fsv/mat2/pisemky/m
2-97-98.pdf
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Yl A

Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spoc¢téte determinant matice A.

0 1 -2 0

1 1 2 1 o
E 1 5 -8 (10 bodi)
-1 2 -2 1

Piiklad 2 : Uréete definitni obor funkce [, spoctéte jeji parcidlni derivace viude, kde
existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé ;2]

f(z,y) = min{z? + y?,2 — 22 — 4?). (10 bodt)

Priklad 3 : Ukaite, Ze rovnice
.’L‘y e y;r = 29

urcuje v jistém okoli bodu [1,1] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodn)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce [ (pokud existuji) na mnozing M.
f@,y,2) =xy+yz M = {[z,y,2] € R®; P+’ +22=1, c+y+z= 1}
(15 bodu)

Priklad 5 : Spoctéte

w/3 :
/ — " ___dz (15 bodu)
0 cosz + cos®

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98
Priklad E1 : Plati:
0 1 -2 0 11 2 1 I 1 2 1
A=l 1 2 1] _|5 1 2 -3_|o -4 -8 -8
5 1 2 -3 0 1 -2 0 0 1 -2 0
-1 2 -2 1 12 -2 1| o 3 o 2
1 1 2 1 L1 & 4
_ (001 -2 0|__{01 -2 0 __‘—16 —8’__16
0 —4 -8 -8 0 0 -16 -8 6 2|
0 3 0 2 00 6 2



Priklad E2 : Funkce f je definovana na R2. Pro funkei f plati:

fz,y) 2{

V bodech [z, y], kde 2% + y2 # 1, mitzeme potitat derivaci spodle vzoreckn“:
of 2z pro z2 +y? < 1;

- (z,y) = 2 2

Oz —2r  proz“+y* > 1;

Bf( ) {29 pro z? 4 4% < 1;

—(z,y) = ;

Ay -2y proz?+4y?>1;

z? + y? pro z2 +y? < 1;
2—2°—y* proz?+y?>1.

Zbyva vysetfit parcidlni derivace v bodech, kde 22 + y* = 1. Uvazujme bod [z, Yo takovy,
ze 2§ + y§ = 1. Po&itejme

af T f($0 + t3 yU) - f(l'oy?jo)

~ lim min{(zg + )% + vé,2 — (g +1)2 — yg} -1
T 50 t

. min{l + 2xot +¢%,1 — 229t — t2} — 1
= lim

t—0 t

: ot + 12, =270t — $2

— lim min{2zot + t2, -2zt — t2}

t—0 t

0 ro xg = 0
= lim — 2ot + £2|/£ = oy e
t—0 neexistuje pro xg # 0.
Vzhledem k symetrii funkce f lze parcialni derivaci podle y pocitat analogicky.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze
0
D(5) =R\ {447 =1, 2 0},
ox
of

D(gy-) =R*\{[z,y]; z°+4y2 =1, y #£0}.

Parcidlni derivace funkce f jsou v bodé [1,2] spojité. Proto v bodé [1,2] existuje totalni
diferencidl, a tedy i teéna rovina, ktera ma tvar

2==-3-2-(z—1)-4-(y-2).

rPl‘iklad E3 : Polozme
F(z,y) =2¥ + y* — 2y.
Funkce F je definovana na oteviené mno#iné G = (0, +00) x (0, +400), kterd obsahuje bod
[1,1]. Pro parcidlni derivace F plati:

OF o
52 (By) =y2¥ " +y"logy,

F
%(ﬂ’:y) =z¥logz + 2y ! — 2.
Y



Obé parcidlni derivace json na G spojité, stejné jako jejich parcilni derivace, tj. F' ¢
C*(G). Déle plati F(1,1) =0 a %(1, 1) = =1 # 0. Tim jsme ovéfili, e naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tfidy C2.
Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypoéitejme postupnym derivovanim vztahu

2 1 p(z)7 — 2p(z) =0,
Tento vztah si pfepi$me na tvar
erlz)logz | zlogp(x) _ 20(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

ol f
eP(T)logz (Wr(ﬂ:) log z + __cp(:t:)) g loe(z) | (lﬂg p(z) + =2 (:c-)) —2¢(z) =0,

z p(z)

o(z)\ 2 "z T
e?(®)logz ((p’(fs) logx + ﬁ(’g—)) + e¥(@)logz (cp”(z) logz + 2{—'0—55:—) - —{’g)
JeFloEw(z) | (logrp(m) + xj(s))
crloge(@) [ P(2) | (¢'(x) + 29" (2))p(z) — 20 (2)¢' (2) 20 () —
e (so(r) i p(z)? ) 2Py

LDosadime-]i ¢ = 1 a pouzijeme-li p(1) = 1, dostaneme ¢’(1) =1 a ¢"(1) = 4.

Priklad E4 : MnoZina M je omezeni a uzaviens (Jedna se o primik sféry a roviny),
a proto je kompaktni. Funkce f je spojita na M, takse na M nabyva svého maxima i
minima. Hledejme podezielé body metodou Lagrangeovych multiplikdtori. MnoZina M je
urcena pomoci vazebnych funkei

gl(m,y,z):ﬁ:2+y2+z2—l, @zy,2)=c+y+2z-—1.

Obé funkce g1, go jsou tifdy C!'(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace téchto
funkei plati

8f , _ 891 _ 892 i
B (z.0,2) = ¥, B (8,9, 2) = 2%, D (o) =1
af.. - 991, . 098, o
gfy_(a’?yﬂz)_m_'_“* ay (miyr"-’)_zys 89 (mﬂy?‘“)-lﬂ
of _ A1 - o 092 _
82 ($}y1 Z) =1 82 (:B& y;z) = 2’*? 62 (i‘,y,z) =1

Vektory (2z,2y,2z), (1,1,1) jsou linedrng zavislé, pravé kdy? x = y = 2. Zadny takovy
bod ovSem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1) Y= A2z + Ag,
(2) T+ 2= A2y+ Ao,
(3) Y= A2z + Ao,
(4) 4+ +22=1,

(5) zT+y+z=1.
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priiklad 1 : Nalezndte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 .
A 1 1 e (10 bodu)

1 -3 -2 0
Priklad 2 : Urcéete definicni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace v¥ude, kde

existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1,2];

f(z,y) = (arctg(Va® T 32))*. (10 bodii)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice

2

esinm i esin Ty _ 23} 49

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné ). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y,2) = z+e"¥ M={[z,y,2] €eR? 22 + 3> + 22 =1, 22 + 3% = 2?}
(15 bodt)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

202 + 52 +5 D
-/ D@t k)

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad G1 : Standardnim postupem obdrzime

1 2 1 3 1 0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 0
-1 0 0 -1 01 0 O 0 2 1 2 1 1 0 0
1 1 1 -1 0 0 1 0}° 0 -1 0 -4 -1 0101}’
l =3 -2 0 00 0 1 0 -8 -3 -3 -1 0 0 1



1 2 1 3 1 0 0 0 12 1 3 1 0 0 0
o1 0 4 1 0 -10 01 0 4 1 0 -10
(0 2 1 2 I 1 9 9J1° 0o o0 1 -6 -1 1 2 0]’
0 - -3 =3 -1 0 0 1 00 -3 17 4 0 -5 1
121 3 1 0 0 O 121 3 1 0 0 0
(U 1 0 4 1 0 -1 0 oco10 4 1 0 -1 0
0o 01 -6 -1 1 2 0y° 0 01 -6 -1 1 2 0
0o 00 -1 1 3 1 1 o o0 1 -1 -3 -1 -1
I 2 & 0 4 9 3 3 1 200 11 26 7 9
(0 1 0 0 5 12 3 4 01 0 0 5 12 3 4
0010 -7 -17 -4 -6 0 01 0 -7 —-17 -4 -6
o001 -1 -3 -1 -1 o 001 -1 -3 -1 -1
1 9 80 I 2 S S
0100 5 12 3 4
0 010 -7 -17 -4 -6
o001 -1 -3 -1 -1
Plati tedy
1 2 1 1
1. 18 12 3 4
== -7 =17 -4 -6
-1 -3 -1 -1

Priklad G2 :

derivaci ,podle

Funkce f je definovana na R?. V bodech [x,y] # [0.0] miZeme pocitat
vzoreckn“:

of 3 33 x 1
3, (@ y) = 4(arctg(v/2% +4?)) T2 E ol
of y 1

Ay

i "2 233 | . "
(z,y) = 4(arctg(\/z2 + y?2)) 1+2242 21 42

V bodé [0, 0] spocitame parcialni derivace z definice:
t,0) — f(0,0 .
0= /0.0 (
Vzhledem k symetrii funkce f plati také %5(0, 0) =0.
Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni

= lim
t t—0
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterad ma tvar

t—0

(arctg(vt2))*
t

of e arctg(|¢)\*
Yoo )’

i

1
5

V5

z = (arctg v/5)* + -g(arctg V5)3 . (z—1)+ ;—L(arctg Vv5)3. (y —2).

o

T Priklad G3 : PoloZme

F(.’B, y) = esin x? g esin Ty 2y —9



Funkce [ je definovana na R?. Pro parcidlni derivace F' plati:

or T S
d—(m,y) = "% . cosz? < 2p + SRV, COSTY * Y,
T
or :
6—(1‘3;) = " * . coszy - x — 2.
Y
Obé¢ parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejns Jjako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C?(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a 92(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, % nafe rovnice

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tfidy
C?. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypoditejme postupnym derivovanim vztahu

esin z? e eSil’l zpl(x) _ 299(3:) —2=0.
Postupné obdrZime
e L cos 32 - 2 4 SN TP cog zp(z) - (p(z) + 29 (7)) — 2¢'(2) = 0,
Y (cosz? - 22)% — e . sin 22 - 4g?
+eS 7’ L cosg? - 2 4 eSinae(@) (coszp(z) - ((z) + 29 ()))*
'sinzp(2) - (p(2) + 2/ (2))? + ) cos zp() - (20 (2) + 29" ()
-2¢"(z) = 0.

. Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = 0 a " (0) = 1.

_esin zp(z

Priklad G4 : MnoZina M je omezeni a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f
je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. MnoZina M ma prazdny
vnitiek.

Podezielé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtorii. MnoZina M je urcena
pomoci vazebnych funkei

gl($’y52)=$2+92+22—11 92(337112)::1?2—}-92—22.
Funkce f, g1 i g2 jsou t¥idy C'(R?). Pro parcialni derivace téchto funkci plati

of Og1 C

il £ — &% o9 = 992 s
am(m,y,z) ey, D (xiy.2) =22, 9 (@ 30,2) = P,
'@(Iu y,z) = e, %‘(; (z,y,2) = 2y, %—g;(ms Y, z) = 2y,
5,

é_g(m$yrz) = 11 %(ﬂ?,’y,Z) = 229 %("B} y;z) = -2z,

Vektory (2z,2y,2z2), (2z,2y, —22) jsou linearné zavislé, praveé kdyzz =0neboz =y =
0. Zadny takovy bod nelezi v mno¥ing M. Nyni budeme Fesit nasledujici soustavu

(1) ey = A2z + o2z,
)

2 ez = A2y + Aa2y,
(3) 1= 222 — A2z,
(4) P +yt+22=1,
(5) 2 +y?—22=0.



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)
LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametru:
1
A=F 1

i
2 (10 bodu)
1

A~ = B

-2

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, urcete kde existuji vlastni parcidlni derivace
a spoctéte je; napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1,2];

sin(x cos y) & =10 (10 bod)

flz,y) = { cos(:rsiny)+2 r<0’

| P¥iklad 3 : Ukaste, 7e rovnice

4{ Q /2 + arcsin(z + yg) = arccos(y + -”-’2)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Pfiklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y,2) =22 + 222+ 3° + 2
M= {[z,y,2) ER? 22+ 92 +22 =1, 2 = y? + 2%}
(15 bodt)
Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

T+1

; _\/ﬁ dx (15 bOdfl)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Piiklad H1 : Pomoci fddkovych elementérnich tiprav, které neméni hodnost matice,

dostaneme:
1 2 = 1. 2 1 2 1
1 2 1], -2 1 4 0 5 6
-2 1 4 1 z =z 0 z—-2 -1



Pokud z = 2, pak h(A)

o O =

3. V pfipadé, Ze x # 2, pak lze ¢islem z — 2 délit.

1
6
?

=N

1 2
0 1
0 0

z—1
2

; Y s 5 T v ]
Posledni fadek je nulovy, pravé kdyz =

- % =0, tj. pravé kdyz = = 7.

Zavér: h(A) =2proxz =17, h(A) =3 proz # 7.

Priklad H2 : Okamzité vidime, Ze D(f)
parcialni derivace ,,podle vzorecki®.

= R?. Pokud z # 0 lze v bodé [z,y] poditat

8f cos(zcosy) - cosy pro z > 0,
( W= { —sin(zsiny) -siny pro xz < 0.

Bf cos(zcosy) - (—zsiny) prox >0,

B_y(:ﬂy) il { —sin(xsiny) - (rcosy) proxz <0.

V bodech tvaru [0, y] budeme pocitat parcidlni derivace ,z definice®:

of
o

0,y

f(t!y)_f(t=0)
t—=0

f(ty)
t

= lim

t—0

)=

Tato limita ovSem neexistuje, protoZe limita zleva (—00) se nerovnd limité zprava (cosy).

(0 y) = lim

£(0, f) f(0,9)

="}

= lim 0

— = 0.
t—;-yt—y

t—ry

V bodé [1,2] jsou ob& parcidlni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial, a tedy i teénda rovina. Jeji rovnice vypada takto:

2 = cos(cos2)-cos2- (z — 1) — cos(cos2) -sin2 - (y — 2) + sin(cos 2).

r Priklad H3 : Polozme

F(z,y) = /2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + =

2)_

Bod [0,0] je ve vnittku definiéniho oboru funkce F' - mitizeme tedy spocitat parcialni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

2 (2,9) = 1 a -
0T I- @+ V1= (y+a)
6F( - 2y n [}
oy T A-@ryr Vi-wraR

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0,0] spojité a navic tam jsou jejich

parcialni derivace spojité, tj. f € C?(G). Dale plati

F(0,0) = 0 a 2£(0,0) = 1 # 0. Tim

jsme ovérili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] 1mp11(,1tne zadanou funkci



proménné z, ktera je t¥idy C?. Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym
derivovanim vztahu

arcsin(z + (¢(x))?) + 7/2 — arccos(p(z) + z2) = 0,
e,
TGt PP Vi@ T 2P

51 @+ (@)D (2o + (@)% - A+ 2p()¢ (@)
+(1 - o+ (@)D} - 2 @) + 20(2)¢" (=)
~5 (= (p(m) + 292 E - (<2p(2) + 2) - (¢'(a) + 20)?

+(1 - (p(@) +2%)%) 72 - (¢"(z) +2) = 0.

;]

LDosadime-li x = 0 a vyuZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢©"”(0) = —4.

Priklad H4 : Poloime

q(z,y,2) =2 +y° + 22— 1, g2z, y,2) =z —9? — 22

Obé funkce jsou spojité a proto je mnozina M uzaviend. Mnozina M je obsaZena v jednot-
kové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezena. Z charakterizace kompaktnich podmnozin
R™ vyplyva, Ze M je kompaktni. Funkce f je spojit4 a proto nabyva na M svého maxima
1 minima. Hledejme podezielé body pomoci Lagrangeovych multiplikatora. Vidime, Ze
f: 91, 92 € Cl(Rg)

of,. < e g2,
am(,c,y) =2z +2z —(I,y) = B (z,y) =1
of B o‘gl - g2 =, |
By (z,y) =2y (rc y) =2y 2y - (@y) = -2y
of _ 391 - 392

5, BY) =22 +1 B9, BY) =22 5, (TY) =

Zkoumejme pro ktera [z,y, z] € M jsou vektory (2z,2y, 2z), (1, —2y, —2z) linedrné zavislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost néasledujici matice mensi nez 2.

1 -2y -2z
2r 2y 22
T¥eti fadkovou elementarni tipravou dostaneme
1 -2y -2z
2x+1 0 0o /)

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz = = —% nebo y = z = 0. Neni obtizné
dosazenim zjistit, Ze body spliiujici nékterou z téchto podminek nemohou lezet v M.



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad 1 : Reste soustavu Az = b, kde

1 -2 1 1
-1 1 0 =1
-1 0 1 1
2 -3 -1 0

A= (10 bodi)

=SB R N

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace viude kde
existuji a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2J;

o)
Flam) =2 Y

A 10 bodr
e (10 bodw)

| Priklad 3 : Ukaste, 7e rovnice

¥ — g
/( arctg(y” +zy) = e coszx +y
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni

a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodt)
Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y) = arctgz + arctgy M = {[z,y] € R 22+ 42 <1, >0,y > 0}

(15 bodti)

Piiklad 5 : Naleznéte primitivni funkei

{413
e 15 bodr
/\/m2+2x+4 & LSl

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad I1 : NapiSme si roz§ifenou matici (Ab) a provedme Gaussovu eliminaci:

1 -2 1 1 2 1 =2 1 1 2
), L 0 -1 2 0 -1 1 0 4
. U 1 1 0}’ 0 -2 2 2 217
2 -3 -1 0 4 01 -3 -2 0



1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
0 -1 1 0 4 0 -1 1 0 4
0 0 0 2 -6’ 0O 0 -2 -2 4
0 0 -2 -2 4 0 0 0 2 —6
Odtud jiz snadno spocteme: z; = —2, o = —3, 23 = 1, z, = —3.

Priklad 12 : Pro definiéni obor plati: D(f) = R?\ {[z,y] € R* z+y = 1}. Pro parciélni
derivace plati

Of (N _ zy —z —y* n |
ey~ e e U T L L AR L)
of zy—z° —y

oY = T g [l € D)\ (0.0,

V bodé [0, 0] pocitejme parcidlni derivace z definice:

‘.-’t2
of i JG0) - (0,00 7t . sgnt
R R NI - Iyt = Tt

Posledni limita neexistuje, protoZe limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To zna-
mena, Ze parcialni derivace g—%(o, 0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukazat, e
ani %(0, 0) neexistuje.

V bodé [1,2] jsou obé& parcialni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencidl a tedy i tetné rovina. Jeji rovnice vypadé takto:

~3 1 V5
m'(“’—l)—m‘(y—z)‘*?-

==

F Priklad I3 : PoloZme
F(z,y) = arctg(y® + zy) — €Y + cosz — Y.

Funkce F je definovana na R? a pro Jjeji parcialni derivace plati:

oF B Y - 5
a—(m,y) = m € "y —smrxw,

oF 2y+z
—(z,y) = ——y———2 —e¥r —1.

oy 1+ (y% 4+ =zy)

Obé parcidlni derivace jsou na Rgr spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. f €
C*(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a %%(0,0) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je t¥idy



C2. Funkci oznatme ¢ a Jjeji derivace vypoditejme postupnym derivovanim vztahu

arctg((¢(z))? + zp(x)) — e#®) 4 cosz — p(z) = 0.
2(@)¢/(z) + pla) + 24/ (a)
1+ ((p(2))? + zp(z))?
(1 ;2(((;(115;)))2 j;{:}g)))g)z - (20(z)¢" () + (2) + 2’ (z))?
L 2 @)% + 20(2)0" (2) + ¢/ (2) + ¢ (&) + 29" (x)

1+ ((¢())% 4 zp(z))?
—(#'(2) + ¢'(2) + 29" (2))e™@ — (p(a) + 2/ (z)) 260
—cosz — ¢"(z) = 0.

— (p(z) + ¢/ (z))e**®) — sin g — ¢'(z) =0,

LDosa,dime-li z = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a @"(0) = —1.

Priklad 14 : MnoZina M je uzaviena a omezens (Jedna se o priinik uzavfeného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — Je tedy kompaktni. Funkce f Jje spojita na celém R? a
proto musi nabyvat maxima i minima na mno#iné M. Zkoumejme chovéni funkce f nejprve
na vnitfku mnoziny M.,

of, 1 of, .1
gé(m'ﬁy)_— 1+$2? ay(mﬁy)‘_ 1+y2‘

Uvnitf mnoziny M jsou obé parcialni derivace funkce f nenulové, proto uvniti M neni
zadny podeziely bod. Hranici mnoziny M rozdélme na t¥i ¢asti:

Hy = {[z,0]; z € (0,1)},

Hz ={[0,y); y € (0,1)},

Hy={[z,y]; >0, y >0, 22+ 4* = 1}.
Je-li [z,y] € Hy, plati f(z,y) = arctg . Funkce arctg je rostouci a proto podezieljmi body
jsou [0, 0] a [1,0]. Podobné je tomu na mno#iné Hj. Tam dostédvame podezielé body [0, 0] a

[0,1]. Na Hj3 pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikdtorti. Necht g(z, y) = w2492 1.
Vidime, Ze f, g € C1(R?). Pro parcialni derivace g plati:

Og B o9, .
am(m'ﬁy)‘_gx} 69(1’,9‘)-_29‘

Vektor (2z, 2y) je nulovy, prave kdyz [z,y] = [0,0] - tento bod oviem neles{ v Hjz. Nyni je
tfeba vyTesit nasledujici soustavu

(1) 2492 =1
1
1
(3) = A2y



Teorie

8. Rozhodnéte, zda je podminka %—5(:@, y) # 0 ve vété o implicitni funkei nutna. Dokazete
sestrojit funkci (alespoii obrazkem), u niz plati vSechny pfedpoklady az na tento, a pfesto
plati zavér?

ReSeni: Napi. funkei y = ¢z lze nanpsat i jako implicitni funkci k rovnici y® = 2. Pak
v bodé (0,0) neni splnéna podminka nenulové derivace, piesto jde zjevné o funkci.

Jiny piiklad na obrazku

2 +ylyl =1

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 9



