28. cviceni — Teorie a integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Integraly uvazujeme Newtonovy.

Definice 1. Rekneme, ze funkce f : I — R je stejnomérné spojitd na intervalu I, jestlize
Ve>030>0Vr,yel, [x—y|l<d:|f(x)— fly)| <e.

1. Dokazte: Necht I je interval, f : I — R. Pak f neni stejnomérné spojita na I pravé
tehdy, kdyz existuje € > 0 a posloupnosti {x,}, {y,} bodt z I spliujici
limy, 00 |Zn — yn| =0 a | f(2n) — f(yn)| > € pro kazdé n € N.
Regeni: "=" Predpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojita na intervalu I. Neboli

>0V >0Tz,yel, lv—yl<d:|f(x)— fly)] >e.

Najdéme tedy takové € > 0 a zvolme n € N. Polozme 6, = % Protoze f neni ste-
jnomérné spojita, tak existuje z = x, a y = y, takové, Ze |z, —yn,| < 6 = % a zaroven
|f(zn) — f(yn)| = €.

Zbyva ukazat, ze lim, oo [T, — yn| = 0. Zvolme n > 0. Najdéme ny € N takové, ze
nio < n. Pak pro kazdé n > ng plati

1 1
’xn,_'yn‘fg "fg“* <1U-
n no
"<:||
Mgjme takové € > 0 a posloupnosti {x,} a {y,} takové, Ze limy, o0 [T, —yn| = 0 a

|f(2n) — f(yn)| > € pro kazdé n € N.
Z definice limity pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng je |z, — yn| < 9.
Zvolme tedy § > 0 a polozme z = z, a y = y,. Pak mame |z — y| < 0 a zaroven

|f(zn) = fyn)| > €.
QED.

2. Necht F = [ % a F(1) = 1. Je pravda, ze F(—1) = 3?
3. Necht F = [ a F(1) = 1. Je pravda, ze F(—1) = 37

Reseni: Nepravda - problém s s definiénim oborem. Funkce F = —% + ¢1 na (0,00) a
F= —% + c2 na (—00,0). Tedy i kdyZ z podminky mame ¢; = 2, pofad nevime nic o ca.

4. Které/4a z nasledujici jsou tvrzeni pravdiva?
A Jestlize f'(x) = ¢'(z) (pro vSechna z), pak f(z) = g(z) (pro vSechna z).
B Jestlize [ f(z) = [ g(x) (pro vechna x), pak f(z) = g(x) (pro vSechna z).

Zdroj: http://www.math.cornell.edu/~GoodQuestions/GQbysection_pdfversion.pdf
A neplati, protoze i kdyz se rovnaji derivace, tak funkce g a f se mohou ligit o konstantu.
B plati. Oznaéme F(z) = [ f(z) a G(z) = [ g(z). Vime, ze F = G. Pak alei F' = &,
coz je vlastné f = g.

5. PRAVDA — NEPRAVDA Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a,b).

NE Jestlize (a,b) je omezeny a F' je omezend, pak i f je omezena.
Protiptiklad: F = \/z, f = ﬁ na (0,1).
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NE Jestlize f je omezena a spojita, pak i F' je omezenA.
Protipitklad: f =1, F =Inz na (1,00).

6. PRAVDA Necht funkce f méa na R primitivni funkci, g je polynom. Pak k funkci fg
existuje primitivni funkce na R.
Reseni: Uvazujme polynom g stupné n.

e n =0, tedy g = a, kde a je konstanta. Pak z linearity

/af—aF.

e n =1, tedy g = ax + b. Pak z per partes (polynom ¢ i ¢’ je spojita funkce) mame

/MZM—/wEFWJEw

Integral na pravé strané existuje, protoze Fa je spojita funkce. (F' jako primitivni

funkce musi byt spojita.)
/m—m—/@’

Integral na pravé strané existuje, protoze F'¢’ je spojita funkce.

e Obecné n:

Yy

Ktery z nésledujicich grafi muze reprezentovat primitivni s}
" funkei k funkei na obrazku vpravo?

@ v (b) v

T L
1 2 3 4

Figure 1: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

D, funkce na obrazku vpravo je f(x) = x. Jeji integral je 22/2, takze D.
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Ktery z nasledujicich grafi muze reprezentovat primitivni
" funkci k funkci na obrazku vpravo?

/2 a

L I L T
/2 T /2 7’

Figure 2: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

C, funkce vpravo (tedy derivace) je kladné, primitivni funkce tedy musi byt rostouci.
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9. Na obrazku je funkce f. Nacrtnéte jeji primitivni funkci F', jestlize vite, ze F'(0) = 0.
(Sta¢i nacrtek, neni nutno hledat primitivni funkci ze vzorecku, jde spis o grafickou
podobu.)

6 -5 4 -3 -2 -10 1 2 /’3 4 /5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1€

10. Poufzijte riemannovské sumy k odhadu integralu

15
f(z)dz,
0
jestlize hodnoty funkce f jsou
Néavod: nacrtnéte funkci, kterda ma hodnoty z tabulky. Pak ji zkuste obalit obdélniky
seshora a vyplnit obdélniky zespod. Spoctéte jejich obsahy.
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Horni odhad: 606
Dolni odhad: 480

11. Necht fab fia fab f2 konverguji a fab g1 a fab g2 diverguji. Které vyroky jsou pravdivé?

A f; f1 + f2 konverguje D fab f1f2 konverguje
B fab J1+ g2 diverguje E ff f192 konverguje
C ff g1 — g2 konverguje

ReSeni: A - konverguje, linearita integralu
B - diverguje

C - muze konvergovat i divergovat

D - muze konvergovat i divergovat

E - mtze konvergovat i divergovat

12. PRAVDA — NEPRAVDA Necht (—a,a) C R.

ANO - NE Necht f je licha funkce. Pak [* f=0

ANO — NE Necht f je sudé funkce. Pak ffaf = 2f0a f
Reseni: Pravda za piedpokladu, Ze integraly existuji vlastni. Jinak integraly nemusi
existovat.

13. PRAVDA - NEPRAVDA

NE Jestlize f; |f(z)| konverguje, pak f;f(:v) konverguje.
NE Jestlize f;f(:v) konverguje, pak ff |f(z)] konverguje.
Reseni: Obecné neplati. Protipitklad: f je upravena Dirichletovu funkce s hodnotami
—lal Pak|f|=1a fol |f] =1, kdezto f nemé viibec primitivni funkci.

Aby platilo, nutno pfidat podminky (nap¥. f spojité a f; f existuje - véta z prednasky).
Druhé tvrzeni také obecné neplati, napt. f = sinz/x na (1,00).

14. Necht f je spojita funkce definovana na omezeném intervalu (a,b). Které implikace mezi
nésledujicimi tvrzenimi plati?
(Negact k f;f konverguge je vijrok f: f = £00 nebo fabf neezistuge. )

(a) fabf konverguje. (c) ff | f| konverguje.

, (d) f je definovana a spojita dokonce na
(b) [ f? konverguje. [a, b].
Reseni:

e (a) /A (b): Protipiiklad f = na (0,1).

e
vz

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 5



s ! Sinl . . « 0 sint “
a c): Protiprikla x. Substituci se pfevede na , 0 némz
(a) 4 (c): Protipiiklad L dz. Substit d fl = dt
0 xr
vime, Ze konverguje, ale ne absolutné.

(¢) = (a): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).
(b) — (c): Plati, ze |f] < max{1, f?}. Ale fabl <ooa f: f? < oo také (predpok-
lad) Odtud (a ze srovnavaciho kritéria) uz ff | f| konverguje.

Z p edchoziho pak plyne:

— (a)

L]
/\
\_/

(d) — (a): Spojita funkce na omezeném a uzavieném intervalu je omezena. Integral
konverguje.

(d) — (c): Je-li f spojité na [a, b], je tam spojita i |f|. A tedy integral konverguje.

( ) — (b): Je-li f spojita na [a,b], je tam spojitd i f2. A tedy integral konverguje.

(a) # (d): Protiptiklad f = % na (0,1).

(¢) # (d): Protipiiklad f = % na (0,1).
e (b) /4 (d): Protipiiklad f = %x na (0,1).
15. PRAVDA — NEPRAVDA
Necht f je funkce spojita na [1,00).
NE Jestlize limgc_>Oo f(z) =0, pak [/ f(x)dx konverguje.
NE Jestlize [~ f(z) dz konverguje, pak hmgﬁ_>Oo f(z)=0.
Reseni: Protlprlklad e
Protipiiklad: Uvazujme funkci f, kterd ma v kazdém n € N, n > 2 zakresleny rovnora-
menny trojuhelnik o vysce n a zékladné 2/n3
Pak jeji integral je roven » 7 9 7z < 00, ale l1m1ta uréité neni 0.

3

16. Najdéte horni a dolni riemannovské soucty pro Dirichletova funkci

0 R
D(x)=<" TER\Q
1, z€Q.
Reseni: fabD(x) =0, faE D(z) =
17. Sestrojte funkce f,(z) : [0,1] — [0, 00) tak, Ze
fo x)dr =1
(b) pro kazde x € [0,1] je limy 00 frn(z) = 0.
Tedy pro tuto posloupnost funkci plati

n—oo

1 1 1
1= lim 1= hm fn )da:;é/ ILm fn(ac)dx:/ 0dz = 0.
0 "Tee 0

P.S.: Stac¢i obrazkem.
napf. fo(r) = 2nx;1 1
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18. Mame diferencialni rovnici
y = —Vy+1
—
Rovnici jsme vyfesili a ziskali nasledujici feseni (k je konstanta a plati k > 0):

(a) y=—1na (—00,0) a (0,0(;).
b) y=—1— ( —%1n(k\:c|)> na (0,1/k) a (—1/k,0).

3
(c) y:—1+( —gln(k\xn) na (0,1/k) a (—1/k,0).

Najdéte maximalni mozna Feseni. (Neboli slepte v bodech, kde to lze.)
Priklad z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“pick/analyza.pdf
ReSeni: V 0 slepit nelze, protoze tam rovnice nemé smysl.

V bodech +1/k je

3

2

lim -1+ ( —ln(kz\x|)> =-1
z—=+1/k+ 3

a tedy lze nalepit na stacionarni feSeni. Dohromady

3
_u:( _§1n(k|a:|)) oz e (0,1/k),
-1, x € [1/k, 00),

’y:

nebo

-1, x € (0,1/k),

v 1 _gm(k\xy))g, 2 € [1/k, 50).

19. Mame diferencialni rovnici
, 1—2z
yy = .
Y

Rovnici jsme vyftesili a ziskali nasledujici feseni (k je konstanta): y = ¢/3(z — 22 + k)
na intervalech

(a) x € Rpro k € (—oo,—1/4)

(b) x € (—00,1/2), z € (1/2,00) pro k = —1/4

(c) x € (—00,1/2 = \/k+1/4), x € (1/2 = \/k+1/4),1/2+ \/k+1/4), z € (1/2 +

VEk+1/4,00) pro k € (—1/4,00)
Resenf nelze slepit a to ani pro k = —1/4. Pro¢? Pro¢ selze lepici lemma?
Zdroj:https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“barta/pcODR/
Reseni: Resenf by $lo spojité slepit, ale v bodech lepeni by byla nekonecné derivace,
coz diferencialni rovnice nepovoluje.
Lemma selZe - ukazme pro bod x = 1/2. Pro limitu mame lim,_,; /5, y = 0. Ale 0 € Dy,
kde g = y%, coze je podminka z algoritmu.
20. Mame diferencialn{ rovnici
y = 3/y2e”.

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 7


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~barta/pcODR/

Mame stacionarni feSeni y = 0 na R. Na intervalech y € (—00,0) a y € (0, 00) FeSime a
dostavame

Jy=e"+k.
Dopocitejte FeSeni a slepte, kde to lze. (Pozor, pro rizné k lepeni funguje rizné.)
Zdroj:https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ barta/pcODR/ Reeni: Pro ¢ € [0,00) je
y=(e*+c)? xR
Dale mame y = 0 na x € R.
Pro ¢,d € (—0,0), d < ¢ lepime:

z € (In(—c),In(—d))

c)?, x € (—o0,In(—c)],
In(
d)3, € [In(—d),o0),

(e” +
y=40,
(e” +

plus piipady

y— {(ex +¢)3, x € (—o0,In(—c)],
0, z € (In(—c), 00).

) _Jo, x € (—o00,In(—d))
V(e +d)3, z e In(=d), ).
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