21. cviceni — Konvergence Newtonova integralu 2

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. VySetfete absolutni konvergenci integrala («, a, b, p,q € R):

(a)

1
tanx

dx
/0 Vas

Reseni: Funkce je spojita na (0,1], u 0 limitné srovname s g(z) = 3 = ﬁ
Mame
tanz
Jim. Vil — 1€ (0,00).
Va3

Protoze integral folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i zadany integral.

. e

hm . = —

r—14+ —_— 2
r—1

Protoze ff —L = 0o (Ize pfimo upoéitat), z LSK plyne i divergence ff f(z).

oo
/ a3t Ve 4y
0

Reseni: Provedeme substituci y = /z, dy = ﬁ dzx:

/ 23 eVE qy = 2/ y_l/Qe_y dy
1 1

Na intervalu (0, 00) je funkce spojita a nezaporna. Roztrhneme na integraly fol +

S

. . . _ 1
U 0: srovname s funkei g(y) = 7
a7 1
Yy
lim <% = Jim — =1 ¢ (0,00)
y—0+ 7 y—0+ e¥

1
Vyer:

Protoze folﬁ dy konverguje (lze spocitat), konverguje z LSK i fol
U oo: Pouzijeme SK, pro y > 1 mame

1 1

<

\/gey — ey ’

Protoze [;“e™¥dy konverguje, tak ze SK konverguje i [;°

1

Zavér: puvodni integral Konverguje.
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1 1
_ .2
/ x lnxdx:/ e T dg.
0 0

Funkce je spojita na (0, 1] a plati

lim e~ ** = .
z—0+
Funkei lze tedy spojité rozsifit na (omezeny) interval [0, 1] a tedy integral konver-
guje.
*arcta
() / arctanpz .
0 "
ReZeni:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0,pak u 0 LSK s g(z) = E;.

"

arctan px

lim —Z— =1
T b

tedy folf(x) konverguje < folp:nl_" konverguje & 1—n > -1 < 2 > n.
U oo LSK s g(z) = 2

x’ﬂ,
arctan px
. :En
lim — = 1.
T—00 P
o

Tedy [;°f(z) konverguje & [“z~™ konverguje < n > 1.
Tedy pro p > 0 integrél diverguje pro vSechna n € N.

e p < 0: ProtoZze arctanz je licha funkce, tak plati arctan pr = — arctan |p|z,
¢imz jsme pfevedli piiklad na pfedchozi piipad.

Dohromady fooof(ac) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.
T In(sinz
o [Rdg,
0 xvVsinz

Reseni: Funkce je spojita na (0, 7). Problematické body: 0 a .

2 In x|
U 0: srovname s g(z) = | .
9(x) = =

In(sin z)

. TVsinz

lim ——— =1.
x>0+ |Inz|
V23

Protoze [y’ |Inz|z73/2 = co (z tabulky nebo odvodime), tak u 0 diverguje i nas
puvodn{ integral. U 7 tedy uz nemusime vySetfovat.
Zavér: diverguje.
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Xxr —sinx
(2) /0 le’

Reseni: Funkce spojita na (0,00). U 0 srovname s g(z) = o (uhodneme z
Taylorova rozvoje funkce x — sinz).

xr—sinx 1

lim —%— = — € (0,00).
x—0+ %} 6

Tedy f g: ;;,nx z LSK konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo x37P. Tedy pravé
tehdy, kdyz 3 —p > -1 & p < 4.

U oo: srovname s funkei g(z) = 5.

aP
r—sinx .
. . Sin T
lim “;p = lim 1-— =1-0

7 LSK tedy konverguje pravé tehdy, kdyz flooxl_p konverguje, coz je & 1—p < —1
&2 < p.
Zaver: Integral konverguje < 2 < p < 4.

us

2
(h) / sin® z cos? x dz
0
Reseni: U 0 srovname s g(z) = 2P

sin? x cos? x
im ——— =

z—0+ xP ’

tedy fo x) konverguje < fo P konverguje < p > —1.
U3 LSng( r) = (5 —x).
sin® x cos? x

lim TR E
i G—a)

tedy fg f(x) konverguje < f (5 — )7 konverguje. Lze upocitat nebo substituovat
4
a vyjde, Ze mtegral konverguje & q>—1.
ZAver: fo x) konverguje < (p > —1 A g > —1).
& 1
(1) / sin? — dz
1 X
Reseni: U co: LSK s g(z) = x%
21
sin® =
lim ——* =1.
T—o0 =5
xT

Protoze [;“z~? konverguje, konverguje i [ f(x).

) ©gin L arctan x
(i) ——dz
0

x
Reseni: Funkce je spojita na (0,00).
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T sin % -1
= sin =
T T

U 0: srovname s g(x) =

sin % arctan x

: = _
xlg& el 1€ (0,00).
T

Navic fol sin% konverguje, protoZe |sin %\ < 1 a integral omezené a spojité funkce
(na [0, 1]) konverguje.
U oo: % — 04, tedy sin% »se chova jako“ sin u 0. Budeme tedy srovnévat s funkei

1
g(z) = =2 = ;. LSK:

x  2z2°

sin % arctan x

lim —%—=1.
T—00

SHE
INE]

x
L1
. . .. sin — arctan x
Protoze floom% konverguje, konverguje i ffozﬁ d

Zavér: puvodn{ integral konverguje.

7 sin (=
(k) /0 E/C;’?”) dx

‘ sin ——— ' 1

Vi |5 Va

Protoze [y ﬁ konverguje, konverguje i nas integréal.

o0 1
| e
Reseni: U 0: LSK s g(z) = %:
1
i YElos(+er) 1

z—0+ % - log 2

€ (0, 00).

Protoze folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i folf(x).

U oo: funkce 14 e* | se chova jako“ e*, tedy LSK s g(x) = m =z 3/2,
-1
lim w: m —%  — lim +
T—00 o z—oo log(l 4+ €*)  a—oo loge®(e™ 4+ 1)
= lim ° ol — =

T—00 I + log(e_c’f + 1) T—00 ] 4 log(e=*+1)

T

Navic integral [,°z~%/2 konverguje, tedy z LSK konverguje i [ f(z).

Zaver: [° f(x) konverguje.
oo
(m) / sin <\/ x4+ 1— xa) dz
0

Reseni: U oco: upravime odmocniny:

1
Vo4l -2 = ———
V2o 1+ zo
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1

Pro a > 0 srovname s g(z) =

2

™"
sin ————— sin L L
1; VaZopltge 1; VT tita®  VaPotifze _ 1
S T = B B}
e 29 Vi 1tan 29
Tedy z LSK fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.
Pro a < 0 srovname s g(z) = 1.
Sin(w’ﬂa"'l_xa) sinl, a<0
lim = ’ ’
T—00 1 sin 3, a=0.

Z LSK tedy [;*f(x) pro a < 0 diverguje.

U 0 staci uvazovat a > 1. Ale pro takové « je f(x) spojita na [0, 1], tedy integral

konverguje

Zéver: [° f(x) konverguje < a > 1.

2. VySetiete absolutni konvergenci integrald, a, 8 € R.

Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"spurny/pages/ma2.php#

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/

http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/index.html

dx

* (2 — 1)(log )"
@ [ 3
1 X
ReSeni:
e funkce f je spojita na (1, 00).

e u 1: funkci log x srovname s (x —1). Funkci 22 —

s (x — 1). Dohromady tedy srovnavame s g(z) =

22—1)(log z)®
fly o Ebesst

(x +

1= (x—

1)

log®

1)(x+1) srovnavame
(x —1)(x — 1)

. Mame

s g(z) ey (x—1)(z—1)« e

tedy fl

spocitat.)

(z — 1)

€ (0, 00),

x) konverguje pravée tehdy, kdyZ konverguje fl r — 1) dz, ktery
konverguje pravé tehdy, kdyz o +1 > —1, tedy kdyz a > —2.

(Lze pfimo

e u oo: funkci 22 — 1 srovnavame s 2. Dohromady tedy srovnavame s g(z) =
21 a
x (x)gg ZL'.
(z?~1)(log z)* 2
x . -1
TGO — 2 — lim =1¢€(0,00).
T—00 (g 1‘) r—00 z 10§ z T—00 X
T
Tedy [,° f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [, =& 8% 44 ktery

konverguje prave tehdy, kdyz o < —1 (lze spocitat substituci y = log x).

ZAver: f )

x) konverguje pravé tehdy, kdyz o € (—

2,—1).
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(b) /1 (el=% — 1)0“arccosa: e
0 Varcsin x
Reseni:
e funkce f je spojité na (0,1).
e u 0: funkci arcsin(z), budeme ho srovnavat s . Dohromady tedy srovnavame
s g(x) = ﬁ Méame

(e~ —1)™ arccos =

i ) gy Veremr 1)“% € (0,00),
rz—0+ x) rz—0+ 7z
tedy fo x) konverguje pravée tehdy, kdyz konverguje fo —~= dx, ktery konver-

guje.
e u l: funkci (e 7 —1) srovnavame s 1 —z. Funkci arccos x srovnavame s /1 — x.
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)*/1 — . Mame

1—x

(el = —1)® arccos =

im @) _ g Varemz V2 )

im = lim = € (0,00
e=1-g(x)  a=1- (1—2)*/1—a \/g
tedy fll f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fll (1 —2)*/1—zdx.
2 2
Tedy pravé tehdy, kdyz konverguje fll(l — x)%“‘, co% je pravé pro o+ % > —1,
2

tedy pro a > —3.
Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > —35
* logx
(c) / %(arccot z)® dr Redeni:
1 (x—1)2
e funkce f je spojita na (1, 00).
e u 1: logx, budeme ho srovnavat s (z — 1). Dohromady tedy srovnavame s

_ _z—1
g(x) -t Mame
log © t
1 fx) lim (=7D° farecot) = lim logz (arccot z)®
r—1+ g({[:) Cor—lt ac—ls Coz—lt (:L’ — 1)
(z—1)2
= (arccot 1)* € (0, 00),

tedy fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl \/7 dz, ktery kon-

verguje (lze pfimo spocitat).

e u oco: funkei arccot z budeme srovnavat s E Funkci srovname s — .

($—1)2 .T%

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = 1982 Mame
x?x(’
log x a
arccot x 3
. fl=) (x—1)%( ) . z2 N
lim —% = lim ; = lim ———— - (zarccotz)* =1 € (0, 00).
T—00 g(x) T—00 % T—00 (ZU _ 1)5
T2 %

Tedy [,° f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [,~(logz)z™ 3-%dy,
ktery konverguje pravé tehdy, kdyz —5 — a < —1, tedy pravé pro o > —l

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 6



Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > —5
(d) Ukazte, ze funkce x —sinx je kladna na (0,00) a Vysetrete konvergenci
(1 1 — si
/ ( ngi)( og(z —sinx))
0 x5 + 10 +sinz
ReSent:

e Uvazujme funkci h(x) = = — sinz. Pak h(0) = 0 a h/(z) = 1 — cosz na
€ (0,00). Pak ' > 0 na (0,00). Specialné je b’ > 0 na (0,27). Tedy h je
rostouci na [0, 27]. Navic h neklesa na [27, 00). Tedy h > 0 na (0, 00).
e funkce f je spojita na (0, 00).
e funkci h = x — sinx lze rozvinout jako x — sinx = % + o(x?).

e u 0: budeme srovnivat log(x — sinz) s logz® = 3logx. Dohromady tedy
3log? z

—- Mame

srovnavame s g(x) =
(log z)(log(z—sin z)) '
lim M lim z8+104sine I log(z —sinx)

z—0+ (x z—0+ 3 log2 T o a:—lgl—&- 3 log x
=1-10=10 € (0,00),

: (a:% + 10 + sinx)

tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje fo 3log? z dz, ktery
konverguje (nutno ukézat).
Limitu jsme spocetli jako

. 1—
lim w LH i e ~ lim }_1—cosx. z3 .
z—0+ 3 IOgLL’ néco/oo 0+ % z—0+ 3 xr2 T —sinre

. . 6 . .
e uoco: budeme srovnavat log(x—sin z) s log . Funkei 25 +10+-sin x srovnavame

s 28 Dohromady tedy srovnavime s g(x) = loggx Méame
x5
(log z)(log(z—sinx)) _ 6 )
lim flz) — lim xg+102+sinx _ lim log(z —sinw) a5 + 106+ sine (0, 50)
T—$00 ;c) Z—00 log” z Z—00 log = 5
6
x5
tedy [ f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [;° log = dx, ktery kon-
verguje (nutno ukazat).
Limitu jsme spocetli jako
. log(z —sinx) . logx(1 — snz) log  + log(1 — Sinz)
lim —— = lim ———2%~> = lim
z—00 log = =00 log z—00 log =
lo sin x 0
~him 14 8T voar, 0 (0, 00)
Z—00 log x 00
Zaver: [° f(x) konverguje.
1 i
(e) / (arcsin z — x)% sin” (1) cos® (530)
0

ResSeni:
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funkce f je spojita na (0, 1).

funkei arcsin & — sinz lze rozvinout jako arcsinz — sinz = % + o(z4).

u 0: budeme srovnavat arcsinx — sinx s 23. Funkci sin(mz) srovnavame s .
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (23)%(rx)?. Mame

f(x) ~ lim (arcsinx — g;)a sinﬁ(wx) cos® (%x) _ (;)a .1-1¢ (0, oo),

il g(x) 20+ (x3)(ma)B

1 1
tedy [ f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje |2 nPx3+5 dz, ktery
konverguje pravé tehdy, kdyz 3a + 8 > —1.

u 1: Funkeci sin(7z) srovnavame s 1 —z. Plyne z grafu nebo z Taylorova rozvoje
funkce sin(7z) v bodé 1. Funkci cos (5z) srovnavame s 1 — z. (Opét z grafu
nebo z Taylora v 1.)

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)?(1 — 2)®. Mame

i @ = lim =
Jm oy T (=281 —2)° 5

(ansing —2)° o) cof (52) _ 7 _ 0, (2

5)& € (0, )

tedy [ 1 f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje J (1 — 2)*8 dz, ktery
2 2
konverguje pravé tehdy, kdyz o + 8 > —1 (lze pfevést substituci y = 1 —  na

znamy integréal).
Limity jsme spocetli jako

sin(mx) g . wcos(mx)
lim = lim ——" =g
z—1— (1 — :L‘) 0/0 z—1— -1
i s (52) puo - —fsin(5r) 7w
a—1- (1 —2) 0/0 z—1— -1 2

Zaver: folf(a:) konverguje pravé tehdy, kdyz (a + 8 > —1&3a+ > —1).
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