20. cviceni — Konvergence Newtonova integralu 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Vysetfete absolutni konvergenci integréla, «, 3, a,b, k,p,q,s € R, n € N:

(>/°° sin z2 d
a ——dx
o V1423

Regeni:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u 0: Funkce f je spojitd na omezeném a uzavieném intervalu [0,1], tedy
fol | f| dx konverguje.

e u 0co: Odhadneme )

’sinx < 1 < 1
V43| 7 Vitad T Vad

Protoze floo\% dx konverguje, tak ze SK konverguje i floof(a:) dx.

Zéaver: [i° f(x) da konverguje.

us

e Funkce f je spojita na (0, 5).

e u 0: Funkci tanz u 0 srovnavame s z, tedy g(z) = z®. Pak

tan® x
lim = 1€ (0,00).
z—0+ ¢
Tedy fo r) dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo @ Tedy pravé
tehdy, kdyz a > —1.
e u 3: Mame tanz = i:fsi Funkci sinz srovname s 1, funkci cosz s (§ — ).

Dohromady tedy g(z) = 1/(§ — z)“.

tan® B T2\ @
lim —— " = lim . <(2 )> = 1€ (0,00).
z—I— T2 a—I— 1 cos T
2

(Limitu limx_,,_ (Cow) lze upocitat z L’Hospitala.)

Tedy f < f(x)dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f < (5 —x)~%. Tento

mtegral lze primo spocitat a dostaneme, Ze konverguje préaveé tehdy, kdyz o < 1.
Zaver: fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz a € (—1,1).

c og(sinx) dx

% [ log(sine)d

0
Reseni:

e Funkce f je spojitd na (0,7). Navic f < 0, budeme tedy vySetfovat |f| =
—log(sin ).
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e u 0: Funkci sinz u 0 srovnavame s z, tedy zvolme g(z) = —logx. Pak

Ccos

—log(sinz) r'm

lim lim L =1 ¢ (0,00).
z—=0+ —logT  néco/oo z—0+ P
Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo —log z, ktery ale

konverguje (lze upoditat).
e u m: Funkci sinz srovname s (7 — z), Tedy g(z) = —log(m — x).
_ 1 . ’ Cf)Sw
Og(Slnx) L:H lim slnlx =1€¢ (0,00)
ToT— — log(7r — 1’) néco/oco TT— ﬁ

(Limitu limg_, (:in i) Ize upoditat z L'Hospitala.)

Tedy fgf(:v) dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fg —log(m — x).

Tento integrél lze pifimo spocitat a zjistime, ze konverguje.

Zaver: fo x) dz konverguje.
) */ sin(z®) dz
1
Regeni:
e Funkce f je spojita na [1,00).
e o =0, pak f(z) =sin1 a integral diverguje.
° < 0' a:"‘ jde u oo do 0, budeme tedy srovnavat sinz® s g(z) = z (mifime k
smt _ 1)
3 (0%
im S (0, 00).
T—00 &
Tedy fl x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl *dz, ktery ale

konverguje prave tehdy, kdyz a < —1.

e o > 0: Nejprve substituujeme y = 2%, pak dy = az® !dz, meze budou
(1,00). Tedy

sin(z%) dx = ——sin(z%)ax®" " dz = —yo sinyd
[ sintam)do = [T —psina®) | vt singdy

Prevedli jsme na znamy integrél, ktery absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
é —1 < —1, tedy pro a < 0. Jelikoz jsme ale pfedpokladali, ze a > 0, tak
ptvodni integrél absolutné nekonverguje pro zadné a > 0.

Zaver: fl x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1.

(e) /O Tt dy

Resent:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u oo budeme srovnavat s e=*. Pro x > 1 mame
e <e”*
—2? < —z

$§x2

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 2



Protoze foooe*x dx konverguje (lze pfimo upocitat), tak ze srovnavaciho kritéria
konverguje i [ f(x)dx

Zaver: [ f(x) dx konverguje.

1
(f) / log x dz
0

Reseni: Lze pifmo spocitat (per partes)
1 1

/ log z dz = [zlogz]} — / ldz = [zlogz]} — [z]§ = —1.
0 0

Zavér: integral f01 f(z) dz konverguje.

(2) % /0 eina?

x4

Regeni:
e Funkce f je spojita na (0, 1].
e p =0, pak f(x) = s‘x%l a tedy integral folf(a:) dx absolutné konverguje pravé
tehdy, kdyz q < 1.
e p > 0: 2P jde u 0 do 0, budeme tedy srovnéavat sina? s zP. Celkem mame

P
9(z) = 17
| sin 2P|
li 2 —1¢€(0,00).
Ay T = 1€ (000)

Tedy fol f(x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje folxp_q dz, ktery ale
konverguje pravé tehdy, kdyz p — ¢ > —1.

e p < 0: Analogicky piikladu (1d): substituujeme y = 2P (tedy y'/? = z), pak
dy = paP~! dx, meze budou (1,00). Tedy

1; p [ 00
sin x sin 1 1_ 1 1_q_4g
/ dx:—/ 2y 1dy—/ siny -yr ' r dy
o 1 1 yr D pJ1

Prevedli jsme na znamy integrél, ktery absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
1+%—%>1,tedypro%>0. Protoze p < 0, mame g — 1 < 0.

ZAvEr: fol f(x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
p=0&qg<)V(p>0&p—g>-1)V(p<0&qg<l)

lze pséat i
(g<l&peR)V(g=>21&p>q-1)

Vztahy p a ¢ jsou znazornény na obrazku
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11 a
(h) i,/logﬂclkdm
0 1+.’E

ReSeni:
e Funkce f je spojita na (0,1).

e u(:
A. k> 0: Pak z* < 1, tedy ,1 vede nad zF“. Budeme tedy srovnéavat s
_ |logz|®
g($) = 1
| log =
Tagk 1 1, k>0
fm ) g et gy, L)L " € (0,00).
=0+ g(z) 250+ [logz|®  a—0+ 1+ zF 5. k=0,

Tedy fol f(x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f01| log z|* dz,
ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz o € R.

B. k < 0: Pak 1 < 2%, tedy ,z* vede nad 1“. Budeme tedy srovnévat s
_ |logaz|*
g(z) = oF -
| log = k
1
fm 28 o S o T o L e 0,00),
a—0+ g(x) -0+ Ungx\ =0+ 1+ x2F 250+ 14+ 2=k
X

l l «
Tedy [;? f(z)dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje |2 % duz,
ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz o € R.
e u 1: |logz| budeme srovnavat s |1 — x|, dohromady tedy g(z) = |1 — z|*.

|log 2]
1
lim J@) _ lim —F2 =~ ¢ (0, 00).
z—0+ g(l‘) z—0+ |1 — 1‘|O‘ 2

Tedy fll f(z)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fll 1 — z|*dz,
2 2
ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz o > —1 (lze pfimo upoéitat nebo
substituovat y = 1 — x a pfevést na znamy integral).
Z&aver: folf(:n) dx absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1.
.. / | Inz|*
il. dx
1 1 + .%'k

Reseni:
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e Funkce f je spojita na (1, 00).
eul postupujeme analogicky jako v predchozim piikladé. Zjistime, zZe

fl x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1.
® U 00:
A. k> 0: Pak z* > 1, tedy ,2* vede nad 1. Budeme tedy srovnévat s
|log x|
g(z) = TR
| log z|* k
1, k>0,
lim 7f(a:) = lim 1+mka = lim — = € (0,00)
+g(z) om0t logzl® — onstt 14 ok 3. k=0,
€T
Tedy f2 x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 \1057]3;\0‘ dz,

ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz (kK > 1, € R) nebo (k =1, <
—1).
B. k < 0: Pak 1 > z*, tedy ,1 vede nad z*“. Budeme tedy srovnavat s

g(z) = [logz|® gl | .
| log x|

f(.fC) — lim 14xk

= _— = 1 0 .

x—>0+ g(x) z—0+ |1031¢F|a zi}(gl-l— 1+ mk < ( ,OO)
Tedy f2 x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 |log z|* dz,

ktery ale dlverguje pro vSechna o € R.
Zaver: f | f(z) dx absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz k > 1& o > —1.
1 .-
Q) / sinz da
0 x
ReZeni:

e Funkce f je spojita na (0, 1].

e Protoze lim,_ o4 S22 = 1, tak lze funkci spojité rozsitit do 0. Tedy folf(x)
konverguje.

2 et

j ———dx
§) B
Reseni:
e Funkce f je spojita na (1,2].
e ul: mame Va2 —1 =z —1-+x+1. Funkci f budeme tedy srovnavat s

funkei g(z) = \/9%

e” =z
lim f@) = lim 'xf_l = lim ——— = " ¢ (0,00)
x—1+ g(l‘) x—1+ To T z—1+ /x + 1 \/§

Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl de ktery
ale konverguje (Ize p¥imo spocitat).

Zaver: fl r) dz konverguje.
(o)
(k)/ 2 arctan” z dz
0

ResSeni:
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e Funkce f je spojita na (0, 00).
e u 0: funkci arctan z srovnavame s x. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnavat s funkei g(x) = x%2P.
f(x) x® arctan® x

lim I\ gy TAGAT
20t g(x) o0t x0gB € (0,00)

Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [, Lya+B Ktery ale
konverguJe prave tehdy, kdyz o + 8 > —1.

e u oo: funkci arctan x srovnavame s 5. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnavat s funkef g(z) = 2%(%)”.

«a t B
lim L&) TR )
T—00 ¢ aj) T—00 ga(g)ﬁ
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl @ ktery ale
konverguje prave tehdy, kdyz a < —1.

Zéver: [° f(x) da konverguje pravé tehdy, kdyz o + 8 > —1, a < —1.

oo
(1) / 2% + 2 dx
0
Reseni:

e funkee f je spojita na (0, 00), navic % > 0 a 2” > 0 na (0, 0).

e u0: folx“ dz konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1. Analogicky folxb dz kon-
verguje pravé tehdy, kdyz b > —1.
Dohromady tedy folx“ + 2 dx konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1, b > —1.
(Lze i pfimo upoditat.)

e uoco: [{“z*dx konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1. Analogicky [;“z’dz
konverguje pravé tehdy, kdyz b < —1.
Dohromady tedy floox“ + 2¥ da konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1, b < —1.
(Lze i pfimo upocitat.)

Zaver: fo x) dz diverguje pro vSechna a,b € R.
1
(m) / 8% dg:
v0
Reseni:
e Funkci piepiseme f(x) = 21987 = elogzlogr — elog” . Tedy funkce f je spojita

a (0,1].
e u 0: Na intervalu (0, 1) plati logz < —1. Tedy

xlogw > CC_I

1
Protoze [y %dx diverguje, tak ze srovnévaciho kritéria diverguje i integral
1
f& l.logx dz.

ZAver: fo x)dz diverguje.
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(n) /2 arctan(z — 1) da
/1 (x — V)P
Resent:
e Funkce f je spojita na (1,2].
e u 1: funkci arctan(z—1) srovnavame s (z—1) (chova se jako arctan u 0). Funkci

(x —+v/x) = /x(y/xr — 1) budeme srovnavat s (y/x —1). Dohromady tedy funkci
(-1 _ (E+hez-1) . Vat+l
(Va-1)p (Va-1)p (Vaz—1p=t-

—— Y7 = lim (7: lim (Vo — 1)
x—)l aj) :c—>1+ (z—1) 1+ (.T — \/E)p z—1+ (ﬁ)p(ﬁ — 1)p

f budeme tedy srovnavat s funkei g(x) =

arctan(z—1)

B
|
=
=

(Vz—=1)p
=1¢€ (0,00)
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl 0 f‘ff)i, T
e Konvergence integralu fl 0 f‘ff)i, r: Substituce y = /x, dy = ﬁdx
V2
y+1
————2ydy
/1 (y —1)p—t
Integral srovname s h(y) = ﬁ Pak
y+l o
Y
lim LT — 4 e (0, 00)
y—1+ W=7
Tedy flﬁ y+)1 1 2y dy konverguje praveé tehdy, kdyz konverguje fl ﬁ dy,
coz je préve tehdy, kdyz 1 — p > —1, tedy p < 2.
Zaver: fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz p < 2.
(0) / arctafpx da
0 X
Reseni:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0, pak u 0 LSK s g(z) = 2%.
arctan px
l. zn — 1
xi%i % ’
tedy fo konverguje & fo pr'~" konverguje & 1 —n > —1 < 2 > n.
U oo LSK s g(z) = m%:
arctan px
lim —%— = 1.
T—00 3
mn
Tedy [;°f(z) konverguje & [z~ ™ konverguje < n < 1.
e p<O: funkce arctan x je lich4, tedy arctan px = — arctan |p|z pro x € (0, 00)

a tedy konvergence vyjde stejné jako pro p > 0.
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Zaver: fo x) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.

) */1 ﬁdx
Resent:
e funkce f je spojitad na (—1,1). Funkci rozepiseme jako
1 1 B 1
Viezt Vi—22-V1i+22 Vi—z-Vitz V1Tt a2

e u —1 srovnavame s g(z) = 11+x. Mame
/@) : ! 1
im 2% = pim VI o iy = - € (0,00)

es—1+ g(z) a—-1+ 11+$ vo—1+ /T —zvV1+ 22 2

tedy ff’l f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fB1 \/11+—I

verguje (lze pfimo spoditat).

e u 1 srovnavame s g(z) = . Mame

—_

1
\ 17234 . 11

x
lim ——= = lim = =—-¢€ (0,00
a—l- g(z) 21— \/11?: e—1— /T + x,/1 rx2 2 )
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo \/— dz, ktery kon-

verguje (lze pfimo spocitat).
ZAver: f_ll f(z) konverguje.
1 ) 3
2 aresin(z” +
(q) / g )da:
o xlog“(l+x)
Reseni:

e funkce f je spojita na (0, %]

e u 0: mame arcsin(z? + 23) = arcsin(z?(1 + 7)), budeme ho srovnavat s z2.

Funkei log(1 + x) srovnavame s x. Dohromady tedy srovnavame s g(z) = w’”—;

Mame
arcsin(z?4x3) . 9 3 9
arcsin(z”+o°)

‘m flx) i %o (21+x) — arcs12n(m + %) 295 (142z) =1 € (0,00),
=0+ g(x) a0+ Z e—0+  22(1+z)  log*(1+x)
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f02 L dz, ktery diverguje.
Zavér: fo x) diverguje.

2. Bud f spojita a nezaporna funkce na intervalu [a, 00), a > 0. Necht existuje limy;_ o0 f(2)-
x® = A. Co miZeme Fict o konvergenci faoo f v zavislosti na A a a?
Reseni: Jde vlastné o LSK s funkei g(x) = - na intervalu [a, 00). Tedy
(a) A € (0,00): [ f(z)dz konverguje < [ - dz konverguje, coZ je pravé tehdy,
kdyz « > 1. (Specialné tedy diverguje pro « g 1.)
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(b) A 20: Jestlize [ m% dx konverguje, coZ je pravé tehdy, kdyz o > 1, tak konverguje
i [ f(z)dz. Pro a <1 nelze nic fici.

(c) A = oo Jestlize faoo x% dx diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz o < 1, tak diverguje
i [7 f(z)dz. Pro a > 1 nelze nic fici.
3. Bud f spojita a nezaporna funkce na intervalu [a, b), a,b € R. Necht existuje lim,_,;,_ f(z)-
(x — b)* = A. Co muZeme Fict o konvergenci f; f v zavislosti na A a a?

Reseni: Jde vlastné o LSK s funkei g(z) = ﬁ na intervalu [a, ). Tedy

a € (0,00): x) dz konverguje & [’ ——4 dx konverguje, coz je pravé tehdy,
Ae(0 Y f(x) da k je < [, G2 do k je, coZ je pravé tehd
kdyz a < 1. (Specialné tedy diverguje pro a > 1.)
= 0: Jestlize — g dx Konverguje, coz Je prave tehdy, vz o < 1, ta
b) A = 0: Jestlize [} s do k je, coz je pravé tehdy, kdyz 1, tak
konverguje 1 f; f(x)dz. Pro a > 1 nelze nic ¥ici.

(c) A = oo: Jestlize ffﬁdx diverguje, coZz je pravé tehdy, kdyz o > 1, tak

diverguje i fab f(z)dz. Pro a < 1 nelze nic fici.

4. Ukazte divergenci pomoci B-C podminky.

(a) / z%log(1 + x)| cos x| dz, o > 0.
1

Reseni: Pro z € [1,00) mame z° log(1 + x) > log 2.
Dale uvazujme intervaly tvaru (% + kmr, 27 + kr). Odhadujme

37"+k7r 37”+k7r
/ |z%log(1 + z) cosz|dx > log 2| cos x| dx = 2log 2
5 tkm 5+km

Polozme € = log2. Pro b’ > 1 najdeme k: 5 + km > /. Pak polozme z1 = § + km,
To = 37” + k.
Pak

2
/ f‘ >2log2 > ¢,
1
Tedy integral nespliiuje BC podminku.
1
1
(b) / x® arctan z cos —dz, a < —3.
0 X

Reseni: Mame: f je spojita na (0,1], ,,problém je u 0“.

Funkci f prepiSeme
1 1
f =2z arctanz - —5 COS —
x x

(abychom mohli pozdé&ji substituovat).

Odhadneme prvni ¢ast:

. . arctanzx 1 a=-3
lim 2z arctanz = lim —————2+3 = { ’ )

xz—0+ z—0+ x 00, a< —3.
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Tedy existuje xg € (0, 1) takoveé, Ze pro v8echna x € (0, xg) plati

1
"2 arctan x > 3
Dale uvazujme intervaly tvaru ((3F + km)~%, (38 + km)~1) pro k takové, ze 2T +
km)~! < zg. Odhadujme

xo‘+2arctanm-—cos—d1’2 —cos—der=-=--2=1.
x x 2

(57”4-14:71')71 1 1 /(527T+k7r)1 1 1 1
x? (35 4 k)1 2 x?

(377'+k7r)*1

(Integral [ ;12 cos L dx Ize substituovat y = 1.)

Polozme ¢ = 2. Pro ¥ < 1 najdeme k tak, ze (3 +km)~! < b a zéroveil
(37” + k?ﬂ')_l < Xy.

Pak polozme z1 = (3 + kn) ™t a 20 = (3F + km)~L.

Pak
T3
/ f’ >1>e.
T

Tedy integral nespliuje BC podminku.
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