14. cviceni — Goniometrické substituce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Cast prikladt mame odtud: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/ps10/sbir
ka2/m_analyza_v2/SPzMAI_v2.pdf

Priklady
Najdéte primitivni funkce

sin x
L gv(x) ~ 1+4cosz
ReSeni: Podminky: cosz # —1, tedy « # w + 2kw. Funkce g je spojita na intervalech
(=7 + 2km,m 4 2km), k € Z, ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci t = cosz = p(x). Funkce f(t) = 1_—+1t
Intervaly: (ag, Br) = (—m+2kn, m+2k7), (a,b) = (—1,00). Navic p(ay, ) = (—1,1] C

(a,b).
Pak
dt = —sinz dz
Zasubstituujeme
i -1
/%dx%/mdtg —log |1 +1] — /g(fL‘)divg —log[1 + cosz|
z € (—m + 2km, w4 2km)
1
2. 9(z) = ————
g( ) 1+sin?x

Reseni: Funkce g je spojita na R, ma tam tedy PF.

PouZijeme substituci t = tanz = p(x). Funkce f(t) = ﬁ

Intervaly: (o, Br) = (=5 + km, 5 + knm), (a,b) = (—o00,00). Navic p(ag,Br) =
(—o0,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
dt = ——dux, = dzx
cos?x 1+ ¢2
Zasubstituujeme
1 1 1 1 1
/,Qdm—>/ T 2dt:/ 22/
1+sin“z 1+1it2 14¢ 142t 1+ (v/2t)2

¢ \éﬁ arctan(v/2t) — /g(az) dz € \f arctan(v/2 tan )

e (=5 +kn, 5+ kn)

V bodech 5 + k7 je potfeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.
3sin? z 4 cos®

3. gx) =
gi( ) sin?z + 3cos? z
Reseni: Funkce g je spojitd na R, ma tam tedy PF.

PouZijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = ifj; . t211'
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Intervaly: (ou,fr) = (=5 + kn, 5 + kn), (a,b) = (—o00,00). Navic p(ag,Br) =
(—00,00) C (a,b).

Mame tedy

1 1
d =4
costg D 1+ t2 v

3sin?z + cos? x 3t2 41 1
2 pyel gl e sy e L
sin“x + 3 cos® x t*+3 t=+1
Déle fesime rozkladem na parcialni zlomky. Ve zlomku
3t +1
(t2+3)(t2+1)

dt =

Zasubstituujeme

formalné pisme y misto 2.
Varovani: tento trik slouzi pouze k rozkladu na parcidlni zlomky, nelze s nim dale
integrovat.
Pak podle véty o rozkladu na parcidlni zlomky mame, ze
3y+1 A B
(y+3)(y+1) y+3 LTS

3y+1=A(y+1)+ By +3)

a dosazenim y = —1 dostaneme, Ze B = —1, dosazenim y = —3 dostaneme, Zze A = 4.
Plati tedy, ze

32+1 4 1
(t24+3)(t2+1) 243 241
Nyni dokon¢ime integraci

/3t2+1 Ly / 4 1 & con ot
- = _ —= arctan — — arctan
t2+3t2+1 2+3 ?+1 \f V3

tgx
— / arctan BT arctan(tg )

V3

II9)

x € (—g+k7r,g—|—k7r)
V bodech 5 + k7 je potfeba funkci slepit, coz bude naplni az pfisti hodiny.
cos?

4. = —
gv(x) 2 —sinzx
Reseni: Funkce g je spojita na R, mé tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = sinz = ¢(x). Funkce f(t) =
Intervaly: (o, ) = (—00,00). (a,b) = (—00,2). Navic Lp( B8) =1[-1,1] C (a,b). Mame
dt = cosx dx.

t2

Zasubstituujeme
/ cos® x
2 —sin :c

x € (—00,00)

3 12
/2+t+2dt_2t+2+3logt—zy

2
—>/g(x)dx:2sinw+81112$+3log|sinx—2]
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1
5 g(x) = 2 —cosx
Reseni: Funkce g je spojita na R, ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) = H%
Intervaly: (ag,Br) = (=7 + 2km,m + 2km), (a,b) = (—o00,00). Navic p(ag,Br) =
(—00,00) C (a,b).

Méame ) )

dt = ———duz, = dz

2cos? § 1+1¢2
Zasubstituujeme
1 1 2 2 2
/2—cosx 2_% 14 ¢2 1+ 3¢t2 1+(\/§t)2
g larctan (v/3t) —>/ )dx = iaurctan(\ftaun )
V3 V3 2

x € (—m + 2km, ™ + 2kn),
V bodech 7 + 2k7 je potifeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.

6. g(x) = —
sin x
Reseni: Funkce g je spojita na (0 + km, 7w + k7), méa tam tedy PF.
Pouzijeme substituci t = cosz = p(x). Funkce f(t) = —#.
Intervaly: («a, ) = (0 + km, 7 + km), (a,b) = (—1,1). Navic ¢(a, 8) = (—=1,1) C (a,b).
Mame dt = —sinx dx.

Zasubstituujeme

1 sin x sin x 1 1 1 1
—drz= | ——dr= T — - -
sinz sin® x 1—cos2x 1—t2 2t -1 2t+1

1 1 1
log]t—1|—loglt—i—l\—>/ d:c— log|cosx—1|—§log]cosa:+1]

€ (0+ km,m+ km)

1

7. g(x) = ————
9(x) cos x sin® x

ReSeni: Podminky: cosz # 0, sin # 0, tedy z # k5.
Funkce g je spojita na (0 + k5, 5 + k%), ma tam tedy PF.
PouZijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = ti}fl.

Intervaly: (ag,Bx) = (0+km, §+k7), (a,b) = (0,00). Navic p(ay, Br) = (0,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
dt = d =d
costg D 1+ ¢2 v
Zasubstituujeme
1 1 1 1 t2+1
J— e [ e [P,
cos z sin® z coszsinz - sin” x T - L t
+t T+t
C 2 C
=1 t—ft — =log|t -
ogltl = 5t [ a(o) € log | tgal - 5
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€ (0+km, 5+ kn)
Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (ou,Br) = (5 +
b, + k), (a,6) = (—00,0). Navic g(ag, 8) = (—o0,0) C (a,b)

ZAaver:
[ ota) € 10g] tge] -
2tg2
re(0+k5, 5 +k3)
Poznamka:
1 _ cos? z c cos? z 1 _ cos? x + sin® x _ 1
2tan?z  2sin?z  2sinz 0 2 2sin2 z ~ 2sin?x
sinz

8. g(x) =

_ sinx — coszx
Reseni: Podminky: cosx # sin # 0, tedy = # 7 + k.

Funkce g je spojita na (—%71‘ + km, § + km), ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢t = tanz = ¢(z). Funkce f(t) = 5 - H%

Intervaly: (o, Bg) = (=37 +km, =% + k), (a,b) = (1,00). Navic (o, Bi) = (1,00) C
(a,b).

Mame tedy

1 d 1
x?
cos? z 1+1¢2

dt = =dz

Zasubstituujeme

sm x tanx
sinx — cos 33

1
5 1 —t+1
x—>/ dt = / 2 _ 4. Ry
tanx—l t—l 1—1—752 t—1 2 1+1¢2

2
dt
/t 4 1+t2+1+t2
1

1
|t—1| log|t2+1|+§arctant

Q
[\D

1 1
—>/ log|tanx—1|—110g]tan x+1|+§arctan(tan:p)

v € (—3m+km,—% + k)

Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (ag, ) = (=5 +
km, 7 + km), (a,b) = (—o0,1). Navic ¢(ay, Br) = (—00,1) C (a, b).

Zaver:

%log |[tanz — 1| — ilog |tan®z + 1| + %arctan(tanx)

Q

g9(z)

v € (—3m+km,—3 + k)
x € (—%—l—kﬂ',ﬁ—l—kw)
V bodech —F + km je potieba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.

Sll’l3 €T

9. g(x) =
gv( ) 1+4cos?x+ 3sin’z
ResSeni: Funkce g je spojita na (—oo, 00), mé tam tedy PF.

Pouzijeme substituci t = cosz = ¢(x). Funkce f(t) = g;ll

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 4



Intervaly: («, 8) = (—00,0) (a,b) = (—o0, ). Navic p(«a, 5) = [-1,1] C (a,b). Mame

dt = —sinx dz.
Zasubstituujeme

/ sin® d / (1 — cos®z)sinx
xr =
1+4cos?z + 3sin’x 1 +4cos?x+ 3(1 — cos? z)

—>/ i dt = /t2_1dt /
1+4t2 4+ 3(1—1¢2) t2 44 t2

5 t
¢ t— — arctan —
2
/ 5 cos T
— dx = cos:v — —arctan
2 2

x € (—00,00)
10. g(z) =tg’
Podminky: cosz # 0, tedy = # § + k7
Funkce g je spojita na (=75 4 km, 5 4 k), ma tam tedy PF.

Pouzijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = lftQ.

5
+4

Intervaly: (o, Br) = (=5 + km, 5 + knm), (a,b) = (—o00,00). Navic p(ag,Br) =

(—00,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
cosZz D 1+ ¢2 “
Zasubstituujeme
t5 ot ctt 1
5 3 [} 2
1 1
ftan x — itan x + fln(l + tan? z)

re (=5 +km 5+ km)

sinx
11. = —
gz(aﬁ) 1+sinz
Reseni: Podminky sinx # —1, tedy x # —5 + 2kn.
Funkce g je spojita na (-7 + 2k, 3777 + 2k7), ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) = =l

E+1)(E+1)

Intervaly: (ag,Br) = (=5 + 2km, 7 + 2k7), (a,b) = (—1,00). Navic (o, Br) =
(—1,00) C (a,b).

Mame . 5

dt = ———=d ——=d
2cos? § v 1+¢2 v
Zasubstituujeme
sinx 2t 1 2 4t
———dr — dt = dt
/1—|—sinx v /t2+1 [ /(t2+1)(t2+2t+1)

B 4t g —
/(t2+1)(t+1)2 N
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Postupujeme rozkladem na parciadlni zlomky, ktery hledame ve tvaru

4t A N B +Ct+D
E+DE+1)2  t+1 (t+1)2 241

Odkud pfenasobenim vyplyva
At =At+1)(t>+1) + B({t? + 1)+ (Ct + D)(t + 1)?
Dosazenim t = —1 dostaneme, Ze B = —2. Dosazenim t = i dostaneme
= (Ci+ D)(1+1i)*> = (Ci+ D) -2i
2=Ci+D
odkud plyne, ze C =0 a D = 2. Zpétnym dosazenim dostaneme
4t =At+1)(#+1) =282 +1) +2(t + 1)?

a porovnanim absolutnim ¢lent vidime, ze 0 = A — 2 + 2, tedy, Ze A = 0. Hledany
rozklad ma tedy tvar

4t B 2 2
R+DE+1)2 (t+1)2 2+1

Dokonéeme integraci.

/ u /2dt+/2dt2+2tt
= — —5 = arctan
(t2+1)(t+1)2 (t+1)2 t2+1 t+1
C

— / Tr el —|— 2 arctan(tg 2)

1Q

x € (=5 + 2km, m + 2km),
Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (g, B_k) = (m+
2k, 37” + 2kn), (a,b) = (o0, —1). Navic p(ag, Bx) = (—oo, —1) C (a, b).
Zaver:
/ () < L + 2arctan(t )
T = T gz 89

x € (=3 4 2km, 7 + 2km), x € (7 + 2k, 3 + 2km).
V bodech 7 + 2k7 je potifeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.

12. g(z) = 2+ cosx

Reseni:

2 —sinx

Funkce ¢ je spojita na (—oo,00), ma tam tedy PF.

Pouzijeme substituci ¢ = tan § = ¢(z). Funkce f(t) = Wifl)%

Intervaly: (ag, k) = (—m + 2km, m + 2k7), (a,b) = (—00,00). Navic p(ag,fr) =
(—o0,0) C (a,d).

Mame 1 5
dt = ———dz,

=d
2cos? & 1+ t2 .
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Zasubstituujeme

2 — si 2- 125 2 £2_t4+1 442t 2t
[imay, [mn 2 g [ P g [
2+ cosx 9 1=t2 1442 (t2+1)(t2 + 3) 24+3 t2+1

2t 4 2t 4 :
:/t2+3+t2+3—t2+1dtglog|t2+3|+arctan—log]t2—|—1|

V3 V3

—>/ () S log | tan? & + 3] + —- arctan S22 _ log [ tan? & 41|
g(x) = log | tan® — —— arctan — log | tan” —
2 V3 V3 2

x € (—m + 2km, m + 2km)
V bodech 7 + 2k7 je potifeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.
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