13. cviceni — Parcialni zlomky 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
Najdéte primitivni funkce na nejvét$im moZném intervalu:
3 1
1. =
/(@) 16 (z2 +1)2

Regeni: Integrujeme pomoci substituce z = tgt.

3 1 3 9 c 3 .
/_1(3(x2+1)2 dr — _16/COS tdt = —E(t—i—smtcost)

— /f )dx = —iarctanx 3
32 3222+ 1
zeR
Jiny postup: Pouzijeme rekurentni vzorec
T 2n —1
In+1 == + In

2n(1 + z2)n 2n

Tedyn=1a

1 T 2—1
L= | ———=dz = 1.
’ /<1+x2>2 S ) T

. c .
ProtoZze I; = arctan z, mame

/ 3 1 c 3 T +1acta
—— 55—~ 7= | =5y + zarctanx | .
16 (22 4+ 1)2 16 \2(14+22) 2
rzeR
1

2. f(x) = o)
Regeni: Vysledny zlomek mame piimo ve tvaru rozkladu na parcialni zlomky, budeme
tedy primo pocitat integral. Provedeme jej pfevedenim jmenovatele na Ctverec a gonio-
metrickou substituci.

/ 1 1 / 1 b 16 1 1
—_— dx = _—_— r = — — = aAx
(22 + 2+ 1)2 [(z+5)%+ 3] 9 J 1(3EH2 + 12

Nyni pouzijeme substituci 2%1 = tgt a dostaneme, Ze

——(t+sintcost)

16 v/3 1 dt  8v3 2 c4¢’
9 2 (tg2 +1)2 cos?t / tdi=

1 c 43 ng +1 44/3 2 + 1 V3
%/f(:c) x arcta T \/2x+1 (V3)? \/(2x+1)2+(\/§)2

43 . 2r+1 1 22+1
= —— arctan —
V3 3z24+z+1
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z€eR
Jiny postup: Prevedeme na Ctverec

1 1 16 1
e Rl ey s TR ey

a pouzijeme linearni substituci 2:\”/%1 =y. Pak % dz = dy a dostaneme

196/[(2°f/+»1)1 /fy Jlr

Pouzijeme rekurentni vzorec jako v predchozim piikladeé:

/\[y—lkl dyg3\8f(( J )—i—;arctany)

Vratime substituci

8 1 8 2zl 1 2 + 1
Yy C V3 z
+ — arctan — / z)dz = + — arctan
3\[( (1+y 2 y> f( ) 3\/§ 2(1+ (21+1)2) 2 \/g
V3
1 2r+1 n 4 ¢ 2¢ +1
- arctan
“3ltata® 33 V3
rz€eR
72
3. = —
/(@) (22 4 2x + 2)?
Reseni:

Hledejme rozklad ve tvaru

x2 Ax + B Cxr+ D

(22 + 22 +2)2 22427+ 2 * (22 4 2z + 2)2
Pfenasobenim jmenovatelem a roznasobenim dostaneme
= (Az + B)(2® + 2z +2) + (Cz + D)
22 = Ax® + 242% + 242 + Ba? + 2Bz + 2B+ Cx + D
odkud vyplyva, ze A=0, B=1, C = -2 a D = —2. Hledany rozklad mé tvar

z? B 1 2z + 2
(22 +2x+2)2  224+22+2 (22 + 20 +2)?

Plati, ze

1 1 c
L de= [ —— 4rCarctan(e +1
/x2—|—2x+2 v /(:c—|—1)2+1 @ = arctan(z +1)

20 + 2 c 1
_/(x2—|—2x+2)2 T 21 2
odkud méme, Ze
2 1
/($2+;$+2)2 dmgarctan(:z+1)+7x2+2x+2
zeR
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1
4. f(x):m

ResSeni: Zlomek jiz mame pfipraven ve tvaru vhodném k integraci. Pouzijeme substituci
x = tgt. Dostaneme, Ze

1 1 dt 1+ cos2t 1+ cos2t
/ (22 +1)3 . / (tg?t+1)3 cos?t /COS / 2 2

1 1 1 4t
:/(1—|—20052t+c0s22t) dt:4/(1+200s2t++cos> dt

4 2

1 3 1 1
:8/(3+40082t+cos4t) dtg§t+zsin2t+3—2sin4t

31 1. )
:*t+*SlntCOSt+ESln2t(QCOS t—1)

8 2
1 1 2
%/f(x)da:g:arctaner T ? ( 1)
3

22241 1622+1\224+1
" n x +13:(1—3:2) 3 " +13x3+5x
= —arctanz + — - = —arctanz + - ————
8 22211 8(2+1)2 8 8 (22 + 1)2
rzeR
2% 43z —2

5. =
I@) = G e 12
Reseni: Rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

?4+3x-2 A , BetC Dz +FE
(x—1)(22+2+1)2 2-1 22+2+1 (224+2+1)2

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

243 —-2=A@*+24+ 1)+ Bz +CO)a* +z+1)(z— 1)+ (Dz + E)(z — 1)
Roznésobenim pravé strany mame
22 43x—-2=A—C—FE+2Ax— Bx— Dz + Ex+3A2® + D2’ +2A23 + Ca® + Az 4 Ba?

odkud porovnanim koeficientt dostaneme, Ze

2 2 4 1 8
A—§,B——§,C——§,D—§,E—§

Hledany rozklad mé tedy tvar

22+ 3z —2 2 1 2 z+2 1 x+8

(x —1)(z2 4+ x4+ 1)2 :§x—1_§x2+x+1+3(x2+a:+1)2

Jednotlivé zlomky budeme integrovat zvlast. Plati, Ze

2 1 2
/ dxggln|1:—1|

9x —1
2 2 1 2 1 1 1
/de:/“dx/dx
9 ) x242x+1 9) 22+x+1 3) 2242x+1
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r+1
arctan

c 1 2 2
=——In(z"+zxz+1)—
g ) 373 7

a nakonec
1 T+ 8 1 20+ 1 5 1 c
- dep== [ 227" qe4+2 ) — = 4z &
3/(932+33+1)2 . 6/($2+x+1)2 x+2/(x2+x+1)2 v

(Druhy integral po¢itdme prevedenim jmenovatele na kanonicky tvar (x + %)2 + % -
%[(M)z + 1] a substituci % =tgt.)

V3 V3
c —1 1 +5 2z +1 n 10 " 2z +1
= — — arctan
6 224+x+1 6224+x+1 33 V3
Dohromady dostaneme po tpraveé
/ 224+ 3z —2 cl bz+2 N 8 . 2x+1+11 (x —1)2
== arctan —In———
(x —1)(22+2z+1)2 3x2+x+1 33 V3 9 224+z+1
x € (—00,1), z € (1,00).
22 +1

6. =
ResSeni: Jmenovatel lze rozlozit na soucin kvadratickych trojélent
@'+ + 1) =@ +2+ 1)@ — 2+ 1)
7 toho vyplyva, Ze rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

241 Ax + B Cx+ D Kr+ L Mx+ N

(t+22+1)2  22+2+4+1 (2242412 22—2+1 (22 —2+1)2

Napriklad metodou neurcitych koeficientii dostaneme, ze

A:B:C:D:L:NZE, K:M:—1
4 4
Integraci jednotlivych zlomkt dostaneme po tpravach
/4113323—61-—;11 dr € Zl\l/garctan%\/_;)l+;ln(;g2+x+l)
/1 r+1 dxgiarctanzx—i_l—i—i z—1
4 (22 + 2z +1)? 6v/3 V3 1222 +x+1
/_lex;i_xl—i— . dz € 4\1/§ arctan 2x\/—§1 - éln(ac2 —z+1)
/—19:1 da:giarctan2xil—i7x+l
4 (22 —x+1)2 6v/3 V3 1222 —z+1
Sectenim a dpravami dostaneme, Ze
22 +1
| o
c 5 2z +1 5 20—-1 1 a?+ax+1 1 222+1
:mamtan 73 +12\/§arctan 73 +§ nxQ—x—i—l_gmA—i—wQ—i—l

rzeR
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1
7. f(af):m

ReSeni: Plati, 7e
2?4+ 1= (x+1)(z*—2+1)
Rozklad tedy musime hledat ve tvaru

1 A n B n Cx+ D N Ex+ F
(3+1)2 z+1 (z+1)2 22—2+1 (22—-x+1)2

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme

1=A@z+1)(z®> -2+ 1)+ Bz -z +1)?
+(Cz+ D)(z+1)*(z* =2+ 1) + (BEx + F)(2* — z + 1)?

Roznésobenim pravé strany mame
1=A+B+D+F—Ax—2Bx+Cx+Dx+2Fr+Ex+ Az’ + 3B’ +Ca’ + Fx’ +2Ex>+

+Ax® —2Ba® + D23 + Ex® — Axz* + Baz* + Cx* + Da* + Az® + C2®

odkud sestavime porovnanim koeficientti soustavu rovnic

1 = A+B+D+F
0 = -A-2B+C+D+FE+2F
0 = A+3B+C+ F+2F
0 = A-2B+D+FE
0 = -A+B+C+D
0 = A+C
jejiz TeSeni je
a=2p=tc=2p=lp-Lp_!
9 9 9 3 3 3
a hledany rozklad tedy ma tvar
1 2 1 1 1 1 2x—-3 1 xz—1

@12 9241 9@+1)? 92 —2+1 3@—z+1)?

Budeme integrovat zvlast jednotlivé zlomky. Plati, Ze

2 1 c 2
‘ de € 21 1
/99:+1 x 9n|x+ |

/11 qp 11
9(x+1)2 7 9z +1

/1 2x — 3 d$:/1 20 —1 dm—/2 1 da
922 —x+1 922 -z +1 922 -z +1
c1

9

4 20 — 1
In(z? — x4+ 1) — —— arctan z

93 V3
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a nakonec
1 r—1 1 20 — 1 1 1
- de= [ =—227° Q- [=2— = dz=
/3(:L‘2—:L‘+1)2 . /6(:L‘2—:r—|—1)2 . /6(:U2—x—|—1)2 .

1 1 / 1 1 d
= —— - - dzx
622 —x+1 6 (22 —x+1)?
Zbyly integral vypocteme takto:

[T T
6(22—2+1)2 " )69 o1\ 2 2
(25) +1
2z—1

nyni aplikujeme substituci tgt = 75 pri¢emz mame, Ze ﬁ dt = % dz, a proto

/1 8 1 LY /4 TP /4 2t de
— [ = = cos = cos
6 3v/3 (tg?t + 1)2 cos?t 9v3 cos? t 93

c 4 t+sintcost ) d & 2 ta 295—1Jr 2 2z — 1 V3
= Xz r = ——=ar n
9V3 2 9V3 V3 9B /(2e—1)2+3/2z —1)2+3
2 an 2211 (2z — 1)
= ——=arctan —
9v3 V3 1822 —x+1
Dame-li jednotlivé vysledky dohromady, dostavame
1 cl.  (z+1)? 1 2 20 -1 1 z+1
— — dz = -1 — t - =
/(x3+1)2 TN ol el 3BT R Tt
L, (z+1)? N 2 . 2x—1+1 T
= —11n arctan —
?—-—z+1 33 V3 3x3+1

x € (—00,1), z € (1,00).

79

8. = .
f(z) (210 + 225 + 2)2
Reseni:

Provedme substituci t = x°.

/ s d al/t at = L /2t dt
X - - -
(10 4 225 4 2)2 5) (t2+2t+2)? 10/ (t+1)2+1
1 26+2—2 1 2t +2 1/ 1 4=
10/ ((t+1)2+1)° 10 ((t+1)2+1)° 5/ (t+1)2+1)?

Na prvni integral pouzijeme substituci v = (¢t + 1)2 + 1, na druhy ¢t + 1 = tgy a s
pfihlédnutim ke vztahim

1 9 1
tg?y +1 s cos?y Y
dostaneme
1/dug 11_> 1 1 1 1 o 1 1
10/ w2 10u 10(t+1)2+1 102 +2t+2 10 210 + 225 4 2
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Druhy integral

9 ¢ ly+sinycosy
cos“y dy = BT e—

ot =

1 1 )

=—1gY ~ g teycosTy =

1 1 tgy
107 10tg2y+1

1 t+1
10(t+1)2+1
1 2541
10 210 + 225 + 2

— = tan(t + 1)
1OaI'C an

1
-1 arctan(z® + 1) —

Dohromady

c 1  25+2 1 5
%/f(x)dx:—wm—marctan(x +1).

rzeR
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