8. cviceni — Primitivni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Piiklady

1. Najdéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximalni mozné podmnoziné
realnych ¢&fsel a tuto mnozinu urcete.

(a) f(z)=a"

Resgent:
15 g _ 214
/:J: xr = 7S +c
r e€R
(b) f() = vz
Reseni: . /o
2 3
/\/fdx:/xédmzzﬂ—kcz 3:13 +c
x € (0,00)
1
(©) 1) =
Reseni: )
1 _3 €T —1
/gjgdx—/x dx—T2+C—2—QU2+c
S (—O0,0), (O)OO)
1
d = —
(@ f@)=
ResSeni:

T € (—OO, 0)7 (07 OO)
(e) f(x) = (1+sinz + cosx)
Regeni: Sledujte vypocet

/(1+sinx+cosx)dw =z —cosz +sinx + C.

rz€eR
—~ 1 2
Reseni:
1 2 7203 1
/7\/3:U2+2sinx—l+x2dx: 5/3 —icosa:—Qarctanx—i—c
reR
() f(0) = —5 — "
T) = —e
& g cos? x
Reseni:

2
/ 5 —edr =2tanx —e* +¢
cos? x

re (=5 +kn,§+kn) kel
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(h) f(z) = 1 + ! + 14 22

V1 — x2 1+ 22

Reseni:

1 a3
+ 1+ 2% = arcsinz + arctanz + 2 + — + ¢

1
/\/1—x2+1+$2 3

x e (—1,1)
1
(i) f(z) = xg—ﬁ
Reseni: 5/2 12
1 x x
N R PO S
/:L" \/de 572 1/2—1-0
x € (0,00)
, 322 4 4z + 2
i) Jj(w)— 3
Reseni
3z% + 4z + 2 4 2 22 dx 2
- — - - _ e 71
/ i dz /$+3+3$dm 5 T 3 +3n|x\+c

x € (—00,0),(0,00)
(k) f(z)=(1-2)(1-22)(1-32)

Reseni: Roznasobenim

11 3
/(1—ac)(1—2x)(1—3x) dx = /(1—6x+11:p2—6x3)dx = x—3x2+§x3—5x4+0.

r €R .
_x+
(1) flz) = 7z

Reseni: Sledujte vypodet

3/2 1/2

x\;_;dx:/<\/§+\/1§) dx:/(:nl/2+m‘1/2) d:c:%jt%JrC.

x € (0,00)
1
(m) Jj (z) = T+ A
ReSeni: Vime, Ze primitivni funkce k funkci % je In|z|+C. Tedy primitivni funkce

k funkci a$1+b je %ln lax 4+ b| + C. Odtud vyplyva, Ze (polozte a =1, b = A)

1
/ de =In|z + A| + C.
r+A

S (—OO, _A)7 (_A7 OO)
2. Dokaite, Ze pokud F'(z) = f(z), potom (1F(az +b)+ C’)/ = f(az +b), pokud a # 0.

ResSeni: Plyne z Véty o aritmetice derivaci a derivace slozené funkce.

3. Najdéte primitivni funkce F' k nésledujicim funkcim f na maximalni mozné podmnoziné
realnych ¢&fsel a tuto mnozinu urcete.
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1
/cos3azdx = gsin3x+c

1 1 1
/de$:/1_’_(2zc)2dx:2arctan2l’+c

1 1
/1_4x——41n1—4m|+c

Reseni: 1
/(256 +1)7dz = E(Zx +1)%+¢
rzeR
s 7
() f(@) =€ + =
Reseni

1
/63m+7dx:e3x+7ln|x\+c
T 3

x € (—00,0),(0,00)
(h) f(z) = (" +e*)

Reseni: Pomoci linearni substituce y = —x, resp. y = —2x dostaneme

1
/(e_m + e %) dx E e 56_2:5

z eR
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: 213
(i) f(2) = (3 -?)
Reseni: Tento priklad substituovat nelze, je tfeba roznasobit.
7

/(3—x2)3dx=/(27—27x2+9x4—x6)dx=27;c—9a;3+§x5—5”7+C.

r e R
(j) f(x) = (sinbz — sinba)
ResSeni: Pomoci linearni substituce y = 5x dostaneme

1
/(Sin5x —sinba) do = — cos S5x — xsinba + ¢,

z € R,
nebot sin 5« je konstantni funkce (nezévisla na proménné z).

1
k =— b
() J@) = =y + B+ T)
Reseni:
/+(3x+7) dx—ln\a:—2|+ (3x+7)
T € (—OO, 2)7 (2’ OO)
1
1 - -
1) f(z) sin? (22 + 7)
ReSeni: Pomoci linearni substituce y = 2z + 7 dostaneme

1 c 1 T
———————dxz = — = cot (2 + —)
/ sin? (23: + %) v 2 core \ A 4

20+ G Fhr tedy x # k5 -5, k€L
Zaver z € (— S—I—kg,gﬂ'—l-k‘ ).
—2
m r) = ———— ReSeni

/ m / m arcsm(m)
\/ixe( 1), tedy z € (— ff)

4. Najdeéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximéalni mozné podmnoziné
realnych ¢&isel a tuto mnozinu urcete.

2x
e’ —1 4
(2) {(m) et 41 + 1—cos?2z
Reseni:

e?® —1 4 (e —1)(e” +1) 4 4
dr = dz = -1 d
/ e +1 + 1—cos2z / e? +1 +sin2x e /(e )+ sin® v

=e"—x—4cotz+c

€ (km,m+km), keZ
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1 1 1 . (3x—1
dr = | ———dx = — arcsin +c
\/4—(332—1)2 9 1_(33872—1)2 3 2

(©) f(z) = (1~ va)?

Reseni:
9 4 z?
(1—+x)*de = 1—2\/§+$dm:x—§\/$—|—?+c
z € (0,00)

(x) = tan x
Reseni: Sledujte vypocet

A
L2 2
1— 1
/tg xda?—/SIHQxdx—/Cz()ngdaf—/( 5 —1> de =tgx—z+C.
cos? x cos? x cos? x

re (-5 +kn, 5 +kn), keZ

2
(e) flx) =

x
Regeni: Sledujte vypocet

1+ 22
z? (1+2%) -1 1
/1+x2dm:/u—x2dw‘:/<1_w> dm:x—arctanx-i-c.

rzeR
2
v+ 3
f =
0 @) =5y
Reseni: Sledujte vypocet

22 +3 2 —1+4 4 4

1
:az—21n‘1+x

— X

x € (—o0,—1),(—1,1), (1, 00)
(g) flx)=(2"+3%)
ResSeni: Sledujte vypocet

4% 26" 9*
22 43 dr= [ (4°4+2-6°+9%) doe = —
/( +3%)° dx /( +2-6%+9%) dx ln4+ln6+ln9+c

rz€eR
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1

(h) f(z) = 2+ 322

ResSeni: Vyraz prevedeme na tvar H—c%ﬂ a poté uzijeme substituci y = cz.

1 1 1
/dx: / dx— \/>arctan\/> = \/>arctan\/>
2 4 3x2 2

L (3

rzeR

(i) f(z) = cotg®=
Reseni: Sledujte vypocet

2 .
1— 1
/COtg2$d$=/C.Osgxdx:/.S;nxdx:/< ) _1> dx
S~ x SN~ xr SN~ xr

= —cotgx —x+ C.

€ (kr,m+km), ke Z

) 1
T) = ——
0) 10) = =
Reseni: Protoze je
1
—dy =2\/y,
/ =
plati

2
V2 — = ——V2 —
/\/m V25w = —pv2 - o

x € (—00,2/5)
a a® ad?
(k)f(x):<++>,aE]R

r x2 a3
Regeni: Sledujte vypocet

2 3 2 3
/(a—i—a2+a3> dwzaln|x\—a——a——|—0.
r 2?2 r 2z

x(—00,0), (0, 00)
5. Najdéte takovou funkei, aby f'(z) = 6z(1 —x) a f(0) =

Reseni: [6x(1 —2)dr = —22° + 322 + ¢. Jezto mame f(0) =1, tak 1 = —2- 03 + 3.

02 + ¢ = c. Hledana funkce je tedy f(r) = —22% +322+1, 2 € R.
6. Najdéte chyby
(a) /x2ex dz = %xsex +c
Reseni: Integral soudinu neni souin integralii, stejné jako u derivaci.
dx = x arcsinz + ¢

o [

ReSeni: z nelze vytknout pred integral, to miZeme jen u konstanty.
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