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Piiklady

1. VySetfete absolutni konvergenci rad.

1 1
(a) 7; sin — — arcsin
Reseni:
Polozme a,, = sin% — arcsin%. Dale uvazujme posloupnost x, = % . Ziejmé
z, — 0.
Polozme funkci f(x) = sinx — arcsinz. Pak plati f(z,) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

3

sinx:x—g—i-o(x‘l), x—=0
3
. x 4
arcsmx:a:—f—g—l—o(:z: ), *—0
3 3
f(z) = (x i o(:v4)> — <£L’ t5t 0(;1@4))
1
= ——23 +o(zh), z—0.

v,

Pouzijeme tedy LSK s b,, = (%)3 = n% a budeme vySetfovat absolutni konvergenci.
Pocitame tedy limitu

|sin 2 — arcsin 1|

. 7 . n
lim u = lim T n
n—oo n n—oo ﬁ
Prve spoc¢teme limitu
. sin % — arcsin %
lim I
n—oo -3
n

Aplikujeme Heineho, x,, = %, Ty — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

g 1) _ gy 300l 1
z—0 T x—0 $3 3
Odtud i o .
. Sin ,; — arcsin;; _1
n

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

im — = —.
Tedy "7 |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > >° ; b,. Protoze Y o> | by
je konvergentni, tak je konvergentni i ) > |as,|.
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- 1 ! 1
(b) ;:12 [tg <n1/5) — sin <n1/5)] ey
Reseni:
Polozme a, =2 [tg (#) — sin (#)} — # Déle uvazujme posloupnost z,, =

1
ni/s

Polozme funkci f(x) = 2(tanx — sinx) — 3. Pak plati f(z,) = a,.

. Zfejmé x, — 0.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

3
T 2 5

tan:r:x—i-?%-ﬁx +o(x®), =0
3 5
sinx = —%%—13;704-0(&:5), x—0
3 9 3 5
f(x):2<x+3+15335—|—0(x5)— <x—%+f2()+o(w5)>>—x3

~iv e

5
Pouzijeme tedy LSK s b,, = (5—> = % a budeme vySetfovat absolutn{ konvergenci.

Pocitame tedy limitu

Aplikujeme Heineho, x,, = ﬁ, Tn — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

lim —f(x) = lim 7%955 + o) = E
=0 z—0 0 4’
Odtud i
2fie () —sin (as)| - s
00 1 s

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

1
lim M:f.

Tedy .7 | |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > >° ; b,. Protoze Y o> | by

n=1
je divergentni, tak je divergentni i > |an|.
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. (1 !
(c) nz:l sin <n — arcsin n)
Regeni:
Polozme a,, = sin (% — arcsin %) Dale uvazujme posloupnost z,, = % . Ztfejmé
z, — 0.
Polozme funkci f(x) = sin(z — arcsinx). Pak plati f(x,) = a,.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

. xg 4
smx::L“—E—l—o(x), x—0
. 23 4
arcsmx:m—i—g—i-o(x), x—=0
23
x—arcsinx:—€+o(x4), x—0
1
f(x)=——a®+o(z?), z—0.

6

Nejsilngjsi ¢len je tedy 3.
Pouzijeme tedy LSK s b, = (%)3 = 73—3 a budeme vysetfovat absolutni konvergenci.
Pocitame tedy limitu

. 1 .1
lim M ~ tim ‘sm (H — arcsin HH
n—oo by, n—00 %
Prve spoc¢teme limitu
lim sin(L — arcsin 1)
n—oo 1

n3
Aplikujeme Heineho, x,, = %, Ty — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme
tedy spoditat limitu

lim M = lim ——%13 + o) = —1.
z—0 X z—0 x3 6
Odtud i e .
lim sin(.. — arcsin ;) _ _1.

7 vé&ticky o limité a absolutni hodné pak plati i

Tedy Y .7 |an| konverguje pravée tehdy, kdyz konverguje > | by,. Protoze > 7, b,
je konvergentni, tak je konvergentni iy > |ay,|.

1 1
(d) zzllnnﬁ—ln <smnﬁ>,ﬁ>0

ResSeni:
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. o 1 1 P o . 1 o ey
Polozme a, =In 5 —In (sm n—B). Dale uvazujme posloupnost =, = -5. . Zfejmé

z, — 0.
Polozme funkci f(z) = Inz —In(sinz) = In 2 = —In ¥22. Pak plati f(z,) = ap.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:
. «Tg 4
s1nx:a:—g+0(:v ), *—0
i 1 $2+0(a:3) z—0
—sinz =1——
x 6 ’
1
f(z) = 6332 +o(z?), -0

Pouzijeme tedy LSK s b, = (niﬁ)2 = n%ﬁ a budeme vySetfovat absolutni konver-
genci.

Pocitame tedy limitu

. a .
lim ’bn| = lim il
n—oo n—oo —_—
n 2B
Prve spo¢teme limitu
In-L —In (sin %
. B B
im —2 T ( n )
n—oo

n26

Aplikujeme Heineho, z, = n%, Ty — 0, x, # 0 pro viechna n € N. Potiebujeme
tedy spoditat limitu

1.2 2
= 1
lim —f(g) = lim g TOAT) +20(:r: ) = —,
z—0 T z—0 x 6
Odtud i . o
i lnn—ﬁ —In (sm rTB) _ 1
n—o00 1 6

n2p

7 vé&ticky o limité a absolutni hodné pak plati i

1
lim M:f.

Tedy > "7 |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > 2 | by,. Protoze Y oo, by
je konvergentni pravé tehdy, kdyz 8 > 3, tak i o0, |a,| je konvergentni pravé
tehdy, kdyz 3 > 3.

1 1\ 1
E in———| — R
(€) (sm n n> no’ @<

n=1
Resent:

5 — (sinl - 1)L g3 5 — (sipnl_1 4 S0
Polozme a,, = (smg n) —&, dale polozme ¢, = (smn n) Dale uvazujme

1

posloupnost z;,, = - . Ziejmé x,, — 0.

Polozme funkci f(z) = sinxz — x. Pak plati f(z,) = cp.
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Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

3 B
sinx:x—g—l—o(x ), *—0

f(z) = <:c — 23 + o(x4)> —x

1
=23 to(z?), x—0.

6
Nejsilnéjsi ¢len je tedy 3.
Pouzijeme tedy LSK s b, = (%)3 : n% = ngﬁ a budeme vySetfovat absolutni
konvergenci.
Pocitame tedy limitu
1 1) 1 11
tim %l _ [(sin 3 — 3) sl _ lim [(sin 3 — 3)]
n—oo by, n—»00 n31+°‘ n—00 n%
Prve spoc¢teme limitu
. sin% - %
noo L

Aplikujeme Heineho, =, = 1, z, — 0, 2, # 0 pro viechna n € N. Potfebujeme

n’
tedy spocitat limitu

1,..3 4
—32° +o(x 1
lim M — lim 3—() - _Z
=0 a3 z—0 x3 3
Odtud 1 . .

sin = — arcsin = 1

lim n T n=_—_,

n—00 = 6

n

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

Tedy Y 07 |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > —2, tak je konvergentni i > 7, |a,| prave
pro o > —2.

G)§§¢n+2—2¢n+1+v%
n=1

Regeni: Poloémean:\/n+2—2\/n—|—1+\f:\/ﬁ(\/1+%_2\/1+%+1).

Dale polozme cn\/l + % — 2\/1 + % + 1. Uvazujme posloupnost z,, = + . ZFejmé

z, — 0. !
Polozme funkci f(z) = v/1+ 2x — 2¢/1 + z + 1. Pak plati f(z,) = c,.
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Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

1 1
V1422 =1+ =(22) — =(22)* + o(z?), z—0

2 8
1
\/1+x:1+g—§x2+0(x2), x—0
1
flx) = —sz +o(z?), = —0.

~eiv s

Pouzijeme tedy LSK s b, = /n (l)2 = # a budeme vySetifovat absolutni kon-

n
vergencl.

Pocitame tedy limitu

Prve spoc¢teme limitu

(\/1+%—2\/1+%+1)

1
2

lim
n—oo

Aplikujeme Heineho, x,, = %, Tn — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

lim 7f(a:) = lim —7%332 +o(@’) = 1
z—0 12 z—0 x2 4
Odtud i
2 1
i (\/1+5—2\/1+ﬁ+1) I
oo T T
n

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

Tedy Y o7 |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni, tak je konvergentni i Y > | |an|.

@ > (- (1+2))

g e— |1+ > > ,pER
n=1 n
Reseni:
Polozme a,, = (e — (1 + %)n)p ac, =e— (1 + %)n
Ty = % . Ziejmé x, — 0.

Polozme funkci f(z) =e (1 —er log(l—m)_l)- Pak plati f(x,) = .

Dale uvazujme posloupnost
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Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

2
log(1+m):m—x—+o(x2), z—0

2
1 x
plosl+a) =1=5+o), z-0
e%log(ler)*l =1 g + 0(.%'), r—0
f(m)zeg‘i_o(x)? z—0

wev s

Pouzijeme tedy LSK s b, = (%)p a budeme vySetfovat absolutni konvergenci.

Pocitame tedy limitu

— = lim
n n—00 =

lim
n—oo

Prve spoc¢teme limitu
_ 17
e ()

n—o0 l
n

Tn — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme

exr
T _ex
lim M = lim —2 = —
z—0 X z—0 X

Aplikujeme Heineho, z,, = %,
tedy spocitat limitu

N o

Déle z VOLSF
@ e
11m

x—0 €T - 27
Tedy plati i
. |an| ef
lim — = —.
n—00 bn op

Tedy > 07 | |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > > | b,. Navic Y 7, by,
je konvergentni pravé tehdy, kdyz p > 1. Tedy i > ..~ |an| je konvergentni prave
tehdy, kdyz p > 1.

(h) i <€’11 -1- Tll> <arcsin7ll _ \/15>

n=1

Reseni:

Polozme a,, = (e% —-1- %) (arcsin% - ﬁ) Dale uvazujme posloupnost x, =
ﬁ . Zfejmé x, — 0.

Polozme funkci f(x) = (e”"2 — 1 —2?)(arcsin2? — z). Pak plati f(z,) = ap.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

f(z) = <1~|—x2—|—:§+0(334)—1—:r2) <:172+x;—|—0(x6)—x>

1
= —5935 +o(z%), x—0.
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~eiv s

5
Pouzijeme tedy LSK s b, = (ﬁ) = ﬁ a budeme vySetfovat absolutni konver-
genci.

Pocitame tedy limitu

Prve spo¢teme limitu

1

1 1 o1 1
‘ . <en -1- E) arcsin ;- — ﬁ)
lim lim T
n—00 N—00 W

Aplikujeme Heineho, xz, = ﬁ, Tn — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potrebujeme
tedy spocitat limitu

lim 7f(a;) = lim ——%935 + 0(955) = —1
z—0 I x—0 .%'5 ’
Odtud 1
w 1-1 resin £ — -1
o e ) \aresin g — == _ _1

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

im — = —.
n—00 bn 2

Tedy Y .7 |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni, tak je konvergentni iy > |ay,|.

= 1 1
(i) nzz:lsm (\/ﬁ> —In (1 + \3/5>
Reseni:
Polozme a,, = sin (ﬁ) —In (1 + %\/ﬁ> Dale uvazujme posloupnost z,, = 6%/5 .
Ziejmé x, — 0.
Polozme funkci f(z) = sinx3 — log(1 + x2). Pak plati f(z,) = an.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:
fl@) = (a° + 0(2”)) = (2% + o(a?))
= —2*+o(z?), z—0.

2
Pouzijeme tedy LSK s b, = (%) = %\/ﬁ a budeme vySetifovat absolutni konver-

genci.
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Pocitame tedy limitu

‘sm (—ln) —1In (1 + —31 )‘
lim M = lim T vn

lim
n—oo —_—

Aplikujeme Heineho, x,, = %\/ﬁ, Ty — 0, z,, # 0 pro v8echna n € N. Potfebujeme
tedy spoditat limitu

) 2
lim M — lim Lo(x) - 1.
r—0 x2 x—0 ac2
Odtud i
sin(+) —In (14 4=
osin () (i)

T
n

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

n—o0

i 1l _

lim

n—oo by,

1.

Tedy Yo7 | |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je divergentni, tak je divergentni iy - |an|.

(i) Z\/lﬁ+ln<,/1+:&—\/15>

Reseni:

Polozme a,, = ﬁ + ln( 1+ % - ﬁ) Dale uvazujme posloupnost =, = ﬁ
Ztejmé x, — 0.
Polozme funkei f(z) = x + log(v1 + 2? — x) Pak plati f(z,) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:
r? 2t
—e Vvt = a1+ o+ Fole?), a0
2 4 1 2 4
z+log(—z+vV1+22) =2+ (—2+ = — = +0(a?) = Z(—z+ = — T+ o(a?))?
2 8 2 2 8
1 2 4 2 4
+3(-z+ % - '% +o(z)) + o((—x + % - % +o(z")*)
1
=24 o(z%), = —0.

6
Nejsilngjsi ¢len je tedy 3.

3
Pouzijeme tedy LSK s b, = (ﬁ) = # a budeme vySetfovat absolutni konver-

genci.
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Pocitame tedy limitu

lan| _ lim ‘%-Fln(m_ﬁ)
N 1

lim i
n—o0 n n—oo 7713/2
Prve spo¢teme limitu
1 / 1 1
) Un + In < 1+ P ﬁ)
lim T
n— 00 372

Aplikujeme Heineho, z, = #, Zn — 0, 2, # 0 pro viechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

x—0 .1‘3 x—0 .1;3 6
Odtud 1
Lam(y1+i-4) 4
lim T = -
n—oo 6

n3/2

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

Tedy Y .7 |an| konverguje pravée tehdy, kdyz konverguje > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni, tak je konvergentni i ) |an|.
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