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5. cvicéeni — Rady - Limitni srovnavaci kritérium
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1. Urcete, zda nasledujici fady konverguji
nd+1
Q:l
ReSeni: Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Polozme b, = % Vime, zZe
> o0 1 L diverguje. Tedy potitame limitu
a _n?_ n3
lim — = lim n1+1 = lim ——— =1.
n—oo by, n—00 - n—oo n° + 1

Jelikoz 1 € (0, 00), tak nase fada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje zvolena
bn. Ta diverguje, ¢ili i zadana fada diverguje.

me

Reseni: Pouzijeme limitn{ srovnavac kritérium a srovnani s fadou >_ 2. Protoze

1
lim \/2n+11x/2n+3 1 20

n—00 2 2
n

fada diverguje.

[o¢]
S Vn2+5-Vn2+1

n=1
ResSeni: Nejprve vyraz upravime:

[e.9]

n2+5-—n2—-1 4
Z\/n2+5 \/n2+1—z\/n2 2SZW

+5)2+ /(?+5)(n2+1)+ ¢/ (n?+1)2 ~ =

JelikoZ jsme fadu omezili konvergujici fadou, tak zadana fada taktéz konverguje ze
srovnavaciho kritéria.

i{‘yn2+5—{7n2+1
n

Reseni: Rozsifenim (jako vySe) dostaneme

n=1

\3/n2+5—\3/712+1: 4
v U (Y757 + Y 21T 15+ /1 1)2)
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Jmenovatel se tedy chova zhruba jako n'/4 - n#/3 = n19/12 Pfesndji

4
Yn( 3/ (n245)24 Vn2H1 V2454 3/ (n2+1)2
lim <\/ i v ) =4 € (0,00)
n—00 A

a podle limitniho srovnavaciho kritéria (srovnavali jsme s konvergentni fadou ) | nTl/lz)
rada konverguje.

> 1
ngl (2+1/n)

Reseni: Rada konverguje, nebot m < 2%, a geometricka fada Y o | 2%1 kon-
verguje.
(f)
i ny/n + 2n
n? + 2n3
n=1

Reseni: Rada konverguje podle srovnavaciho kritéria, nebot

nyn+2n _ nyn 1+2n*1/2< 1 142 31
n24+2n3  n3 24+ 1/n — n3/2 240 2p3/2°

=1
>
n=1

Reseni: Radu odhadneme zdola pron > 3:

Rada S L diverguje, tedy i zadana fada diverguje.

n=1n
9
§ L~ Ink
k=1

Reseni: Pouzijeme srovnavaci kritérium. Pro k > e? je k= "k = kli - < %. Rada

konverguje, nebot konverguje fada ) k—IQ

- 1
2. (a n3 (1 — cos )
(a) nzl -
Regeni:
Snadno se ovéii, Ze viechny koeficienty a, = n? (1 — CoS %) jsou nezaporné. Ukazeme,
7e an /4 0 pro n — co. Je totiz

1 1 —cost 1
lim n® (1 — cos — = lim n- —55" = +00: 5 = +00,
n—00 n n—00 (5)2 2

kde pro vypocet limity posledniho zlomku pouzijeme Heineho vétu, substituci x =
l—coszx

% a limitu lir% = % Rada tedy nespliiuje nutnou podminku konvergence.
T—
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Reseni: LSK s b, = 5. Pak

. an .
lim — = lim
n—oo n n—oo —_

Protoze )7, b, konverguje, tak i >~ ; a,, konverguje.
Heine: x, = 1/n?,

In(l1+=x
lim n(+2) _ 1.
xz—0 xT
(c)
o0
Z arctanmn
n=1 n
Reseni: ResSeni: LSK s b, = % Pak
a arctann T
lim — = lim 711 = lim arctann = —.
n—oo n—00 n—o0 2

n n

Protoze )7 b, diverguje , tak i Y 2 | a, diverguje.

()

o0
1
Z sinn tn nt
n
n=1

Reseni:
Polozme a,, = sinn~!In ”TH
limitni verze srovnavaciho kritéria konverguje. Podle Heineho véty a substituce

T = % totiz mame

. Ukézeme, 7e a, lze porovnat s - a tudiz fada podle
n

1 .
sin = sinz
lim — n — lim =1
n—o00 - z—0+ T
a +1 1
In(22 In(1+ = In(1+=x
lim 7 = lim Mz lim gzl,
n— 00 = n— 00 = r—0+ T
n n
takZe pouzitim obou limit dohromady dostavame
s 1 1
a sin+ In(l+ =
han:hm T (1 ")—1
n—oo - n—oo — =
n n n

Reseni:
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Protoze -
(k<k2+1>‘1 - 1) — e 1

a vyraz v exponentu konverguje pro k — oo k nule (napiiklad podle Heineho véty
a 'Hospitalova pravidla), dostévéme s prihlédnutim k Heineho vété, vété o limité

slozené funkce a zakladni limity €= — 1 pro z — 0, Ze
12nk
. ek?+1 — 1
hm Tk =1.
k—o00 211

Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vySetfovana rada konverguje, pravé
kdyZz konverguje fada

Ukazeme, 7e tato fada konverguje srovnanim s (Ink)/k2.

Ink kz
i £ = i

Rada Yoo ln % konverguje, tedy konverguje i pivodni Fada z limitniho srovnavaciho
kritéria.

(f)

COS -

|M8

Reseni:
Rada diverguje srovnanim s fadou ), %, nebot limitni srovnavaci kritérium dava

k 1
5 COS k2 1
lim Wfk—h RS cos — = 1.

Daéle
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. Pak

hm aj = llm 377/2—"-1—%/7?
n—00 bn n—00 7
. 1 1 ,
~ lim — <ﬁ _ n+1> V(T +1)2 + Vn2Un? + 1+ /()2 n3/?
e \/ﬁm(\l/nTlJr\/ﬁ) Vavn+1(vVn+1+ /n) nA/3
voar, 1+1+1_3
B 1+1 2

Protoze )7, b, diverguje, tak i > > | a, diverguje.
Mnohokrat pouzit Heine a VOLSF.

i arctan 2k
27
pet 1+ k

ReSeni: Vizte dalsi priklad.

i arctan 72]%
2 2
P r?+ k

kde z € R je parametr.
Reseni:
Pokud z = 0, fada mé nulové koeficienty a konverguje. Pokud x # 0, pouZijeme

limitni srovnavaci kritérium. Plati, Ze

arctany 1

im ———— ,
y—0 Yy
. . . 9k .
odkud vyplyvé (substituci y = — e ), 7Ze
2kx
lim arctan kT )
k—so00 2k o
z2+k2
a proto fada ), arctan kg_’f; > konverguje, pravé kdyz konverguje fada ), x;’“ﬁ
Jednoduchym srovnanim ale dostaneme, Ze od ur¢itého élenu pocéinaje, kdy je k? >

22, plati
2kx S 2kx @
2+ k2 T 2k2 K
pricemz » 7 | ¥ diverguje pro kazdé x # 0.
Zavér. Rada konverguje pro z = 0, jinak diverguje.

o
D sin
Sin
nZ+1
n=1

ResSeni:
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S prihlédnutim k Heineho vété totiz jednoduchym rozsifenim dostaneme

i n N 2
. sin — . sin — n
hm++1:hm Z+1~ 5 =
n—00 - ooy n*+1
in —n__ 2
. SN — . n
:hm++1-hm 5 =1-1=1.
n—00 2T n—oo N4 + 1

Rada tudiz diverguje srovnanim s harmonickou fadou.

oo
5 )
k=1
kde a € R je parametr.
Regeni:
Pokud a > 0, pak lim (k‘ka — 1) = +00, fada tedy diverguje, nebot neni splnéna
nutna podminka konvergence lim a; = 0.

Pokud a < 0, pak plati
B = ok Ik _q

a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité sloZené funkce s prihlédnutim k faktu,
ze limy oo 2%Inz = 0 pro a < 0)

k,k“ 1 ] eka Ink 1

Ry wy

Staci tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria vysSetiit fadu

i kEInk
k=1

pro a < 0. O této fadé vime, Ze pro 0 > a > —1 je divergentni a pro a < —1 fada
konverguje.

Ztg( )st”

ResSeni: Vysetiime absolutni konvergenci. Mame

T
lan| = ‘tg( )sm2” < tg (4n> .
Dale LSK s ¢, = 7. Pak
te (&
im0 = B
n—oo ¢y, n—00 (4%)

Protoze Y o7 | ¢, konverguje, tak i > >, b, konverguje. Ze SK pak absolutné
konverguje 1 Y > | ay, tedy i konverguje.
Heine: @, = 4&.

tanx

lim =1.

z—0 X
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o0

1 1
Z — arccos —
n n

n=1
Regeni: LSK s b, = 1. Pak
. A, . % arccos % . 1
lim —— = lim *—=—" = lim arccos — =
n—oo by, n—oo n—00 n

n
Protoze > 7 b, diverguje, tak i Y 7 | a, diverguje.
Heine: z, = 1/n,

. T
lim arccosx = —.
x—0 2

- 1
Zarcsin(\/n2+1— V/n2 —1)y/sin =
n=1

n

Reseni: Nejprve upravime odmocniny:

Vn2+l—+vn2-—1= 2

V2 +1+vn? -1

. ap . arcsin(vnZ +1—+/n2—1) 2 sin%
P B T —— e =\ T
" VAT n?+1+vn?—1 | 3
voar, L 1
141 2

Protoze )7, b, konverguje, tak i > >° ; a,, konverguje.
Nékolikrat Heine a VOLSF'.

Bonus

3. Zkonstruujte kladnou posloupnost a,, tak, ze

. . an—i—l o0 .
a i. lim =1a -, a, konverguje.
(a) 1 lim == 2 =1 On gu]
Reseni:
_ 1
an = 2
. An+1
lim
n—oo a,n
Reseni:
1
n

ii. =1la) 7, a, diverguje.

Ay =
An+1

iii. limsup >1a) 2 ay konverguje.

- n
Reseni:
1

Liché ¢leny budou agp_1 = =2 sudé pak budou agp =

@k-1)2"
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4. Dopliite symboly <, < nebo =.

Véta 1 (limitni srovnavaci kritérium ). Necht >°°° a, a Y oo b, jsou fady s nezéa-

pornymi ¢leny a necht existuje lim Z—:. Ozna¢me K = lim ‘Z—Z.

oo
Z an Diverguje

n=1

[e]
Z b, Diverguje

n=1

oo
Z an Diverguje

n=1

oo
Z b, Diverguje

n=1

K € (0,00)
K=0
K=

oo
Z an Diverguje

n=1

oo
Z b, Diverguje

n=1
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