4. cviceni — f{ady + Tayloriiv polynom - odhady

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

Odhady

1. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné urcete pfiblizné hodnoty nasledujicich vyrazu (a

porovnejte s kalkulackou)

(a) Ve

Reseni:
kalkulacka

(b) arcsin0,2
Reseni:

kalkulacka

(c) (1,04)*
Reseni:

kalkulacka

(d) In(1,02)
Reseni:

kalkulacka

(e) arctanl,1
Reseni:

kalkulacka

(f) sin(—0,22)
Reseni:

kalkulacka

1 4

~1 - = =

+3 3
1, 39561
~ 0,2
0,201

~1+4-0,04=1,16

1,1699

~ 0,02

0,01980

0, 83298

~ —0,22

—0,2182
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2. Urc¢ete hodnotu cos 1° pomoci Taylora 3. stupné.
Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Tayloriiv rozvoj pro kosinus je

Tgcosa:,O(x> —1_ ?,

pak pro x = g5 = 0, 18 mame

0,182

T5°579(0,18) = 1 — = 0,9838.
3. Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 uréete piibliznou hodnotu +/30.
ResSeni: Priklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Zvolme a =27, n =3, f(z) = J/x. Zderivujme

f@)= V=, f(27) =3,
oy 1 / _1
" _ —2 " _ -2

f@) == 1D =g

1 o 10 1" o 10

Taylorav polynom pak je tvaru

r—27 (z-27)2 5(xz-27)3

3
3 (@) =34 9187 | 5314l

tedy 3 9 5-27
¥z, 27 : .
7,"%7(30) =34 o~ oigr T rapagg = 310725
4. Uréete maximéalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0,9; 1, 1) funkci
arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xg = 1.
Reseni: Priklad i s FeSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Prvné rozvineme arctan x do Taylorova polynomu stupné 2 v bodé 1. Mame

f(z) = arctan z, f(1) = %,

oy 1 iy L

f(x)il—i—ia:?’ f(l)*?
" _ —2x " 1) — _1

Tayloriv polynom tedy je

(@—1)— (@ —1)2

Tarctan x,l _ E
4 + 4

2

N
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Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkei f = arctan x, kterou
rozvijime v bodé a = 1 do stupné n = 2.

Pracujeme s intervalem [1;1,1] (a pak s intervalem [0, 9;1]).

Protoze arctanx € C? pro viechna n € N, jsou podminky splnény a existuje ¢ € [1;1,1]

takové, Ze
1
f(z) — Tg’a(m) = mf(nﬂ)(c)(x - a)nH-
Pro treti derivaci arctan x mame
622 — 2
11 _
Konkrétné
T 1 1 9 1 6c%—2 3

Analogicky na intervalu [0, 9; 1] dostaneme

T 1 1 5 1 6c2—2 3

Dohromady lze odhadovat

T 1 1 1 6c2+2
—(=+z@-1D=-(z-1)?)|<|= - ——=(0,9—-1)3
arctan x <4+2(x ) 4(ac ))’_ i (1—}—02)3(0’9 )
1 6-1,12+2 3
(0,1
_’6 (1+0.92)3( )
= 0,000853.

5. Vypoctéte pribliznou hodnotu ¢&isla e s chybou mensi nez 0, 001.
Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = e, kterou
rozvijime v bodé a = 0 a budeme dosazovat za x = 1. Pracujeme tedy s intervalem
[0,1]. Uvazujme né&jaké n € N. Protoze e® € C"! pro viechna n € N, jsou podminky
splnény a existuje ¢ € [0, 1] takové, Ze

1
flx) — Tg’a(ff) = mf(nJrl)(C)(x —a)"*.
Konkrétné ) .
1 e .0 c n+1 €
—T°7(1)= —e“(1 -0 = .
e L=yt -0 (n+1)!
Nejhorsi situace (nejvétsi moZnéa chyba) nastava pro ¢ = 1, tedy budeme odhadovat
vyraz
_°
(n+1)!

Aplikujeme odhad e < 3 a dostavame nerovnici
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Tedy
3000 < (n+ 1)!

Ta je splnéna pro n > 6.
Tedy pii aproximaci ¢isla e potFebujeme Taylorav polynom alespon stupné 6. Dostéavame
1 1 1 1 1
e~1+1+§+6+ﬂ+1720+%—2,718055556.
6. Pjro jaké hodnoty plati priblizny vztah cosx =1 — % s presnosti 0,00017?
ResSeni: Priklad i s feSenim méame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = cosz, kterou
rozvijime v bodé a = 0 do stupné n = 3 (rozvoj pron = 2 a n = 3 je stejny). Uvazujme
x > 0. Pracujeme tedy s intervalem [0,z]. ProtoZe cosx € C* pro viechna n € N, jsou
podminky splnény a existuje ¢ € [0, z] takové, ze

1
f(z) — Tr{’a(x) = mf(n+l)(c)($ - a)nH-
Konkrétné ) A
1
cosz — 1+ % = o cos(c)(z —0)* < ;—4
Resime tedy nerovnici
4
x
— < 0,0001.
24 — 7
Tedy
z* < 0,0024.
To plati cca pro x < 0,222. Protoze funkce cosz je sudé, lze pro z < 0 aplikovat stejny
postup.
Dohromady
x € (—0,222,0,222).
Rady
7. (a)
on
n=1
Reseni: UZijeme podilové kritérium.
hy (D2 Inf4ngl 1
1/2 < 1, tedy fada konverguje.
(b)
oo 6”
Z 22n + 32n
n=1
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ReSeni: Pouzijeme odmocninové kritérium
limsup { 6 = limsu 6 < limsu 6
n—)oop 22n + 32n N n—)oop \n/ 4n + gn = n—)oop \n/ gn N 9 N 3

tedy fada konverguje.

ReSeni: Pouzijeme podilové kritérium.
)2 27 1)2
lim {2+ DY ~ g FDT

n—00 2(”+1)2 (’n')2 n—oo 22n+1

Rada konverguje.

§<2+(7_1)k)k

Pouzijeme zobecnéné odmocninové kritérium. Je

(24 (=1)F\" 2+ (—1)k 3 3
lim sup a; = lim sup v <+()) = lim sup L <limsup- = - <1,
k—oo k—oo 7 k—o0 7 k—o0 7 7

fada tedy konverguje. Limes superior je nutno pouzit, protoze limita by neexisto-

vala, zato limes superior existovat musi.

Z n
n=1

ResSeni: Pouzijeme podilové kritérium. Mame

(n+1)7
i ZEE _ o (k)T 80 (5)" 4
n—o00 % n— 00 n’ gn+1 (%)nJrl 11
N1 H"+1 1
n—o00 n 3 (%)"Jr +1 3
Rada konverguje.
()
5 ()2
—\n 5"
Reseni: (2:) = (3,7; )!! Podilové kritérium.
. (2n + 2)Inln!5" . (2n+2)2n+1)1 1
lim = lim —=4.-
n—oo (n+ 1)!(n 4+ 1)!(2n)!157"*t1  nooc (n4+1)(n+1) 5 5

Tedy fada konverguje.

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova



i 14+ cosn\"
2+ cosn
n=1

Reseni: Odmocninové kritérium, verze (a). Mame

1+ cosn <g
24cosn — 3

Ovéreni nerovnosti:
1+ cosn < 2
24+cosn — 3
3+3cosn <4+ 2cosn

cosn < 1.

Nasli jsme tedy ¢ < 1, které omezuje posloupnost a, Vn, tedy fada konverguje.

(1) .
> (1)

n=2

Reseni:
Pouzijeme odmocninové kritérium

n—1 n(n—1) n—1 n—1 _9 n+1-2 1
lim { = lim = lim (1+ == <1,
n—o0 n+1 n—oo \ n + 1 n—00 n+1 e2

tedy rada konverguje.

(i)

ResSeni: Vysetiime pomoci podilového kritéria:

. Optl . (n+1)?2+1 21 . onP42n+2 1-1/2" 1
lim —— = lim 5 . = lim . =—-<1,
n—oo  ay, n—oo  n241 2ntl 1 om0 n241 2—-1/2 2

tedy rada konverguje.

i :
Reseni:

Rada nekonverguje, nebot

. . 1 1
Jm an = i G~ 70

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 6



00 n2_1 (n—1)n(n+1)
> (%)

n=2

Reseni: Pouzijeme odmocninové kritérium

n2 1 (n—1)n(n+1) 1 n?-1
lim { < 5 > = lim <1+2>
n—o00 n n—o00 n
2
~1\" 1\t 1
VAL yim (1+=2) - 1im (14 =) =--1<1,
n—oo n2 n—oo n2 e

tedy rada konverguje.

O

n=1 n

Reseni:
Otestujeme nejprve nutnou podminku konvergence. PouZzijeme vétu a pfevedeme
n-tou odmocninu na podil

(n+1)!

vn! n 1)n™ 1
lim gy @ g, (et L
n—soco n n—00 77:7 n—00 (n + l)n(n + 1) e

tedy fada diverguje.

8. Vysetiete konvergenci nésledujicich rad, x € R:

o0
> iat
k=1

ReSeni:
Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle podilového kritéria, nebot

(kDM (R 1)
1 = lim ——— - |z| = |z| < 1.
P

Pokud || > 1, fada diverguje, nebot limk*z|¥ = 400, a proto neni mozné, aby

lim k*z* = 0. Tedy neni splnéna nutna podminka konvergence.

Zkouskové priklady

9. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad:

2n
(a) Zzn+1z", z € R.

n=1

Reseni: Pro z = 0 jsou viechny ¢leny Fady nulové, tedy fada konverguje.
Pro z # 0 vySetiime absolutni konvergenci podilovym kritériem:

2n+1 n+1 1
e 2. (2" +1 1+ 4
lim [t 1] = lim 72%1;1‘ | = lim |z|— 2+ 1) = lim 22| 21n & |2].
n—00 ‘an’ n—00 2n+1|2‘n n—00 2n+1+1 n—00 2 o
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Zatim mame, ze fada konverguje pro |z| < 1.
Jestlize |z| > 1, tak
hm ’an+1|

> 1
n—oo |an|

a tedy neni splnéna nutna podminka konvergence pro fadu >, |an| (tato Gvaha
se objevuje v dikazu d’Alembertova kritéria https://www2.karlin.mff.cuni.cz/
“pick/analyza.pdf). Pak ale neni splnéna nutna podminka ani pro fadu -7 ; an,
a tedy rada diverguje. Vypocet nutné podminky lze udélat i pfimo. Pro z > 1

mame
lim a, = lim 2" z" = lim ;z" = 00
n—»00 n—oo 2" + 1 n—oo 1 4 277
Pro z < —1 je pro n = 2k
2k
Jm az = Jim o2 = lim g () = oo
a pro lichda n =2k + 1
i T 225 e _ 1 2k _
dm gy = im o gs = im g AE)T = e

Tedy neni splnéna NP.
Zbyva vysettit body z =1, z = —1. Pro z = 1 mame

o0

27’l
2n 41’
n=1
ktera ale nesplhuje nutnou podminku konvergence.

Pro z = —1 mame
o0

on
_17‘L

n=1

ktera téz nespliiuje nutnou podminku konvergence.
Zavér: Rada konverguje pravé tehdy, kdyz z € (—1,1).

o0 100
() S (-1
n=0
ResSeni: VySetiime absolutni konvergenci podilovym kritériem:
(n41)100 100
lim 1ol o 2, LRV L
n—o0 |ay| n—00 % n—o0 2 n 2 ’
Rada tedy konverguje absolutné a tedy konverguje.
e n@?)
(C) Z (n+ 1)n2+1

n=0
ResSeni: Vysetiime fadu za pomoci Cauchyho kritéria:

R 1) . n" . n \" 1 voar 1
lim {/—————— = lim ——— = lim : =" -1<1
n—o00 (n + 1)” +1 n—o00 (n + 1)n+; n—00 (
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Tedy fada konverguje.
Zdtuvodnéni limit:

lim< i ) zlim;:lim;zl.

n—oo \ n 4+ 1

Pro druhou limitu

najdeme dva strazniky
1 n<¥n+1<V2n="Y2{n—1-1.

2 In(22" +1)
vt In(24" +1)

ResSeni: Vysetiime fadu za pomoci podilového kritéria:

(22" 1)

[EYCTRRES)) m2>"" 1) W@ +1
lim 2ol gy BT g W@+ D) @2+ 1)
ns00 @,  n—oo ML) nseo In(22" 1) In(24"Y 4 1)
In(24" +1)

Vytkneme nejrychlejsi ¢len a pouzijeme vzorce pro logaritmus:

n+1 n
I (22 (1+2Q%>> In (24" (14 5))
lim on 1 )
nmoo I (22 (1+50)) Iy (24"*1 (1 + 24%))
y 2”+1ln2+1n(1+22n%) 4"ln2+ln(1+2%n)
im ’
n—00 2nln2+ln(1+2Tln) 4nt1In2 +1In <1+24n%)

. 21n2+1“(1++++1> g o )
B T
ln2+n27n22n 4In2 +

VO_AL21n2+0 ln2+0_1<1
~ In240 4In2+0 2 ’

tedy rada konverguje.
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