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Odhady

Teorie

Véta 1 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je realna funkce, a < x. Necht f ma v kazdém
bodé intervalu [a, x] vlastni (n + 1)-derivaci. Pak existuje ¢ € (a, z) tak, ze

1

(n - 1>!f(n+1) (C)(fL‘ _ a)n+1.

f(z) = T (2) =

Priklady

1. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné urcete pfiblizné hodnoty nésledujicich vyrazt (a
porovnejte s kalkulackou)

(a) e (c) (1,04)* (e) arctan1,1
(b) arcsin0,2 (d) In(1,02) (f) sin(—0,22)

2. Urcete hodnotu cos 1° pomoci Taylora 3. stupné.
3. Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 uréete piibliznou hodnotu +v/30.

4. Urcete maximalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0, 9; 1, 1) funkci
arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xg = 1.

5. Vypoctéte pfibliznou hodnotu ¢&isla e s chybou mensi nez 0, 001.

6. Pro jaké hodnoty plati pfiblizny vztah cosz =1 — % s presnosti 0,00017

Rady
Teorie

Véta 2 (nutnd podminka konvergence fady). Necht fada . | a, konverguje. Pak
lima, = 0.

Véta 3 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht )7, a, je fada s nezapornymi
¢leny.
(a) Jestlize plati

dg € (0,1) Ing e NVne N, n>ng: {a, <gq,

pak fada >_~° | a, konverguje.
(b) Je-li limsup {/a, < 1, pak fada >~ ; a,, konverguje.
(c) Je-li lim {/a, < 1, pak fada >, a, konverguje.
(d) Je-li limsup /a, > 1, pak fada >, a, diverguje.
(e) Je-li lim /a, > 1, pak fada > >, a, diverguje.

n=1

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

Véta 4 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht > > | a, je Fada s kladnymi ¢leny.
(a) Jestlize plati

Jdg€(0,1) Ing e NVneN, n>ng: ntl <q,
an

pak fada > 7, a, konverguje.
) Je-li limsup “2+ < 1, pak fada > %, a, konverguje.
an

) Je-li lim =2 > 1, pak lima, = oo, a tedy fada

a

o

n=1

(b
(c) Je-li lim aZ—:l < 1, pak fada > | a, konverguje.
(d ay diverguje.

Véta 5. Necht {a,} je redlna posloupnost, jejiz viechny ¢leny jsou kladné. Necht dale
plati, Ze
lim cia <
n—+00  Qp

Potom plati, Ze

lim a, =0.
n—-+00

Véta 6. Necht a,, je kladna posloupnost. Necht navic existuje

. An+41
lim 2 — A,

n—00  (Upn

Pak existuje i
lim a, = A.
n—oo

Definice 7. Rekneme, 7e fada Yool an je absolutné konvergentni, jestlize je konver-
gentni Fada Y 7 | |ay.

Véta 8. Necht > ° | ap je absolutné konvergentni. Pak je fada ) | a, konvergentni.

Algoritmus:
(a) Zkontrolujeme, ze mé fada nezaporné €leny. Jinak vySetifujeme absolutni kon-
vergenci.
(b) Vybereme si d’Alembertovo nebo Cauchyovo kritérium a spo¢teme piislusnou
limitu.

i. Obvykle nezélezi, které kritérium zvolime. Vyjimkou je situace, kdy fada ob-
sahuje nulové ¢leny - pak musime zvolit Cauchyho. Druhou vyjimkou je pfipad,
limsup > 1, ktery se vyskytuje pouze u Cauchyho.

ii. Mize se stat, ze limita neexistuje, pak zkusime variantu s limsup nebo s
nalezenim gq.

(c¢) Podle limity (< 1 nebo > 1) udélame zavér: Konverguje nebo Diverguje.

(d) Varovani: Pokud limita vyjde rovna 1, nevime nic. Navic pokud vysla 1 v odmoc-
ninovém kritériu, vyjde 1 i v podilovém a naopak. Bude pak potieba zvolit néjaké
uplné jiné (nejspis nutnou podminku nebo (limitni) srovnavaci).

Hinty
n n! . a\™ 4
(k) = k(&) Jim (1+0) =
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Priklady

Urcete, zda nasledujici fady konverguji:
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8. Vysetiete konvergenci, x € R:
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n=1

Zkouskové priklady

9. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad:

(a) Z 2" 2", z e R.
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