3. cviceni — Taylortv polynom - limity

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady
Vsechna mala o se tykaji « — 0, y — 0.

1. Pomoci Taylorova rozvoje urcéete nasledujici limity.
sinx —x 1

(2) alzl—rﬂ) 6

Reseni: Budeme rozvijet do 3. fadu:

3

sinz = x — 37 + o(z%),
tedy méame
. sinz—x . x—%?+0(3:4)—x . —gg?—l—o(x‘l) 1
lim ———— = lim : = lim =
z—0 3 z—0 x3 x—0 x3 6
1 1
(b) lim 7n(c‘;sx) -
z—0 T 2
ResSeni: Budeme rozvijet do 2. fadu:
2
cosz =1— % + o(z?)
a 2
Y
In(l+y)=y— ?—i-o(y ).
Dohromady
x? 3 2
2 s (—j +o(x )) 22
In(cosx) = —E—i-o(:c ) ) — 5 tol -5 to
tedy
2
In(cosz) = —% + o(2?).
Pak )
1 —Z + o(a? 1
lim n(cos ) i 2 (z°) voar 1 40
z—0 1’2 z—0 1‘2
. _ 2 3
(©) tim ST 20
z—0 T
ResSeni: Rozvineme do 3. fadu:
3
sinz =x — % + o(z).

Pak

sinz — x + 223 .
_— = lim
z—0

= lim
z—0

lim
xz—0

2 22

3
11% + o(z?)

VAL o 1o
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() Tim coszsin(xIn(1 + x))

x—0 LI?Q
ResSeni: Rozvineme do 2. fadu:

=1

In(l+z)=x— T + o(x?)

2
23
zln(l+1z) = 2* — 1 + o(z?)
22
cosz =1— "= 4 o(z?)
2!
Navic
siny =y + o(y*).
Dohromady
a? 3 ) 2 3 ) 3
coszsin(zln(l +x)) = (1 o + o(x )) <ac - +o(z°)+ o <:U - +o(x )))

= 2% 4 o(x?)

Celkem pak méme

coszsin(zIn(l + z z2 + o(x?
lim (2(+)):hm#:1.
z—0 x z—0 x
1
xe) lim z3/2 (\/13—{-14-\/93—1—2\/5) = ——
:tv—H—oo 4
Reseni:
~ e ’ v 2 . . _ 1
Protoze na rozvijeni v nekonetnu neméme vztahy, provedeme substituci y = -

(vysledek pak dostaneme vétou o limité sloZené funkce).

1 1 1
lim 2% (Vo +1++vVe—1-2yz) - lim y3/2<\/+1+\/—1—2 )—
T—+00 y—0+ Yy

Y Y
= lim 2( 1 1— —2).
y10 Y \/ +ZJ+\/ Y

Nyni rozvineme ob& odmocniny do druhého fadu

]' J—— = . —_ =
— lim y 2 ((1 T Lé)gﬁ + o(y2)> + (1 - %y + Myg + o(y2)> - 2)

y—0+ 2 2! 2!
I +o(1) fo=-2
= lim (—=—-= =—= =——.
yo0r\ 8 8 ¢ 4
: 1
wf) lim /a6 4 a5 — V/ab — a5 =
T—+00 3
ResSeni
Provedeme substituci y = %
1 1 /1 -1 -
lim {i/x6+a:5—{3/w6—:c5: lim w{’/l—&——xij/l——) lim Vity-v v
r—+00 T—>+00 x x y—0+ Yy
Nyni rozvineme odmocniny v ¢itateli, sta¢i do prvniho fadu
1+ly+oy)—(1—-ty+o 1 1 1
_ i Atsyto@ = -gytol) 1. o) 1 1
y—0+ Y 3 y=0+ gy 3 3
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T—r+00

lim {(963—932—%%) el/T — \/:TH} :é

Reseni: Provedeme substituci y = %

1,2
sty [0 T
lim [(ac —z —i——)e — :c6+1} — lim =
T—r+00 2 y—0+ y3

a nyni rozvineme exponencielu a odmocninu v ¢itateli do tfetiho fadu

2 3
(1-y+39°) A+y+ %5 +% +o(y*) —1+0(y°)

= lim 3 =
y—0+ Yy
2 3 3
~ m I—y+35)+ -y +50 )+ 5 - L+ +o(y®) -1
T y=0+ y3 N
y® 3 3
. +o(y’) 1 . o(y?) 1
Y0 y3 6 + Y0t y3 6

1 1
lim [m—mQIH <1+>] =
x—r+00 T 2

ResSeni: Provedeme substituci y = %

1 1 1
lim [az—x2ln (1—|— )] — lim [—21n(1+y)] =
T—+00 T y—0+ |y Yy

. VJI+tgr—+1+sinz 1
lim
x—0 1’3

Regeni:
Budeme hledat rozvoj ¢itatele do tretitho fadu. Je

23
tgx =x+ 3 + o(z?)

odkud vyplyva

1 Ll 4 Lel 1yl _9
V1+ttgr = 1+2tg:c+2(22' )tg2x+ 2(z 3)'(2 )tg3az+0(:c3) =

1 1 1
1312

x° + Ex?’ + o(z?)

1
=14+ =
+2:c+6 3
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Na druhou stranu

! G=D o 3G-DG-2 3 3
\/1+sinx:1+§sinx+7sinx+ sin® x + o(z°) =

2! 3!
1 1 1 1
=1+ 5%~ ﬁx?’ - §x2 + Ex3 + o(z?)

odkud vyplyva, ze

1 1 1
V1+tgr — V1 +sine = <+) 23+ o(xd) =22 + o(x

%),

6 12 4
a tedy
I Vi+tgxr —+v/1+sine 1
im =-.
z—0 x3 4
()
T\ _ —x
lim cos(ze®) 3008(336 ) _
z—0 X
ReSeni: Zrejmé staci rozvést Gitatel do tietiho fadu.
lim cos(ze®) — cos(ze ") — lim 1— 22e? — (1 — L2%e7%) 4 o(2?) _
z—0 x3 z—0 1’3
—2x _ 2z 3
Cim () L g-
z—0 2z x3
(k) €x2+5:p4 _ 6x2—3x4
im =—-32
2—0 (cosx — 1)(coshx — 1)
Regeni:
Protoze plati
cosxt — 1 1 . coshx —1 1
im —— = ——, lim ———— = -,
z—0 2 2 z—0 x2 2
pak, existuje-li limita napravo, plati
e:c2+5x4 _ ex2—3x4 ex2+5x4 _ ex2—3x4
lim = lim —4 =
20 (cosx — 1)(coshx — 1)  2—0 x4

staci tedy rozvést Citatel do ¢tvrtého stupné. Tak dostaneme

— fim _4(1 + 22+ 52t + ‘%4) -1 + a2 -3t + %) +0(1:4)
_:c—>0 1'4

. sinh(tgz) —z 1
lim —————— = —
z—0 x3 2

Matematicka analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova



Citatel musime rozvést do t¥ettho fadu. Plati, ze

etga: _ e—tgx
2
1+tgaz+%+%+o(az3) —(1—-tgz+ tg;m - %—l—o(ﬁ))
2

sinh(tgz) =

tg3 T

= tga+ == + o(2?)

dostavame tak

tgxr —x

3
inh(t - tgx+ B2 x4 o2 1tg3 3
im sinhter) =% (tgz) — @ = lim g 6 (%) = lim +1lim ke x—i—lim o(z”)
z—0 3 z—0 x3 =0 3 =06 3 150 x
A déle plati, ze
sing  x—a23/3 +o(z?)

t = = =
8T = sz 1—22/2+ o(x3)
x3 >, 2
= (z =3y + o) Z(; +o(z?))* =
k=0
3 3
1

:m—%—i—%—ko(x?’):x—l—gx?)—}—o(x?))
a proto dostaneme, ze

. tgr—ax . 1tgdz . o(z?)

ilg(lJT—'—i«leog z3 :1«1%0 a3

1.3 3 3 3
ozt to@) o ltgiz oo(x?) 1 1 1
_ilgtl) a3 Jr3113(1)6 x3 Jr:llg%) a3 _3+6+0_2'
_ b i
(m) Najdste a,b € R tak, aby lim *— (% ‘fsx)smx —0.
- z—0 X
Reseni:
Plati
3 b 92 3
x—asinx —bsinxcosx =z —a (x %+0(:ﬂ4)> ~3 <23: ( ? +0(x4)) =
3 4b 3
:ar—ax—i—%—bx%—%—i—o(x‘l).

Aby limita byla nulové, musi byt pro kazdé x z néjakého okoli nuly
r—ar—br=0 = 1—-a—-0b=0

3 4b3
%—F%:O — a+4b=0

Odtudmémea:—4bal+4b—b:0,tedyb:—%aa:

ONIN
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(n)

1 z—

Jim LF 071

z—0 "

ReSent:

Je (1 +z)* = e*(42) 3 rozvoj je

3
) _ a5 o) e 2106Y) _ 1 402 - T 4 o) = 142 4+ o(a?),

tudiz
(1 +x)x 1= exln(1+x) 1= 56'2 + 0(33,2)7
hledané n = 2 a plati

(I+x)*—1
2

22 + o(z?)

> =1

= lim
xz—0 €T

lim
x—0 X
. In?(1 +sinz) — In?*(1 + arcsin z)
lim
mv—>0 "
Resent:

Porovname rozvoje funkci sinz a arcsinx a zjistime prvni ¢len, kde se lisi. Ten
bude urcujici.
. a’ 3 . a’ 3
sm:c:x—g—i—o(:c ) arcsma::x—i—g—i—o(m ).

Odtud vidime, ze pravdépodobné budeme muset rozvijet do tretiho fadu. Je

v P 5
mﬂ+w=y—§~%§+dy%

2 6
1 51
=x— §x2i % + gxg + o(x?),
z ¢ehoz vyplyva, zZe
3 1 4
In?(1 42+ % +o(x?) = 2% — 23 + Zx‘l + % + o(x™).

Neni tfeba pokracovat do vyssich mocnin, hledali jsme prvni ¢len, kde se rozvoje
budou ligit. Odtud vyplyva

3 3
In?(1+sin z) —In?(1+arcsin z) = In?(1 +x—%+0(x3))—1n2(1 —I—:U—l—%—i—o(asg)) =

4 4
Odtud vyplyva, ze hledané n = 4 a plati

1 4 1 4 2
= <x2 -z 4+ -2t - % + 0(3:4)> — <x2 -4+ -2t + % + 0(3:4)) = —§CL‘4+O($4).

. In%(1 +sinz) —In?(1 +arcsinz) . —2z' + o(z?) 2
lim =lim 2>— - = ——.
z—0 x4 z—0 x4 3
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Zkouskové priklady
1
2. (a) Naleznéte Tayloruv polynom funkce f(x) = arctan(sinx) — sin <:1; - 3:63) radu 5
v bodé x = 0 a spoctéte

lim f@)

z—0 (arcsin z)(cos x) — arctan

ResSeni: Zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/0809/1s/ma/

index.html
Mame ) i
arctanx = x — 51:3 + 5x5 + o(z°),
sinx =x — lx?’ + Lx5 + o(z°).
6 120
Tedy
tanfsing) =2 — 5o + Lt 0@ = (o - das e Lov o))’
rctan(sinz) = x — — — —=lz—= —
arctan(sinz) = & — <2 + 75527 + o(w 3 | T8 t gt tole
1 5 5
+ R (m — 6333 + mm‘:’ + 0(x5)> +o (:c — 63:3 + mxf’ + 0(3}5))
3
=z — 2x3 + gxs + o(z®)
Dale

Dohromady

1
Tsf’o = 5$5.

Dale rozvineme jmenovatele. Plat{

1 3
arcsinz = z + 25 + —a° + o(z”),

6 40
_ Lo 1 4 5

cosx =1 5% + 51% + o(z?).
Tedy
arcsinx - cosx — arctanz = ( x + 1953 + i335 +o(2z®) ) (1— 13:2 + ia:4 + o(2”)

6 40 2 24
1
- (x - gx?’ + 51'5 + 0(905))
= —115 + o(x%)
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Pro limitu pak mame

(b) Uréete hodnoty koeficientu a € R, pro které plati

oo/l =2x—2¥1 -3z
lim —
20 x —asinZ

ResSeni: Rozvineme odmocniny do 2. fadu

1

1 =
\/1—2x:1+§(—2x)+ 2 >

) 1 1, _
\5/1—395:14-3(—33:)—1- k 5

N[ =

(—22)* + o((—22)?)

win

(—32)% + o((—3x)?)
Dohromady pro ¢itatele mame
3
V1 - 21 —xv/1 -3z = % + o(z?).

Pro jmenovatele je pro a # 0

. T T 1:63Jr 3 l’3+ (%)
r—asin—=z—al|l——=—<+o|— = — 4oz
a a 6ad3 a? 6a?

Limita:
3 3
o1 =2 —2¥1 -3z ) %—1—0(333) ) %—Fofg) 9
lim — = lim 5—= = lim =—~%— =3a
z—0 T —asiny 150 o 4 o(zt) @0 6£1L2 + o%)

Tedy fedime rovnici 3a? = 1, odtud

(c) Rozvinte funkce e“** do Taylorova polynomu &étvrtého fadu se stiedem v 0 a
spocCtéte limitu
) eCoST _ %(ex _’_efx) + CL.’IJ2
lim

x—0 .T4

(pokud existuje) v zavislosti na parametru a € R.
Reseni: Rozviiime do 4. fadu:

2zt

=1 = 4+ 2
cos 5 +24+0(:z)
2 3 4
A
T _ 1 s a i 4.
f =14+ o+ o+ o+ o)
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Odtud

T T T
e _ ] _ =z x- 4
e a:+2 6+24+0($)
cos T cosx—1

Dohromady mame

) eCosT _ %(ex + e—z) + ax2 )
lim = lim

z—0 x4 z—0 xt

Pro a = e mame A A
. gt +o(z?) e
lim =3
x—0 x 8

Pro a > e je dle véty o nevlastni limité podilu

(a—e)a? + §a* + o(x?)

li = o0.

xlE)I(lJ .’L‘4 e
Analogicky pro a < e je

lim (a—e)z? + £t + o(z?) o

z—0 xd '

(d) Urcete vSechny hodnoty koeficientu a € R, pro které existuje vlastni limita

cos(arctan x) — cos(sin x) + az®

z—0 x4
Pro tyto hodnoty a limitu vypodcitejte.
ResSeni: Plati )
arctanx = x — §m3 + o(z),
1
sinx =z — éx?’ + 4o(z?),
2 4 )
—1-"+= .
CoS T 2+24+0(:r:)
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Odtud

2 4

1.3 4 1.3 4
r— zx° +o(r T —zx° +o(r 1
cos(arctanx):l—( 3 5 (=) (-3 o () +0<x—3x3+0
1 3
:1—§LE2+§$4+O(ZL’4)
1.3 47)2 1.3 44
r—zx® +o(x r—zx° +o(x 1
cos(sin:c):l—( 6 5 (@) —I—( t 21 ) +0<:1:—6x3—|—0

562 5 4 4

Pro limitu tedy mame

azd + %4 + o(x%)
4

cos(arctan x) — cos(sinz) + az®

1 = lim

xz—0 T

lim
z—0 xT

Aby byla limita vlastni, musi byt a = 0. Pak dostavame

T to(at) 1
lim >——p—— =~
x—0 X 6

(e) Urcete koeficienty a,b € R tak, aby limita

lim cos(ax) + x aictan(bx) -b
z—0 X

existovala vlastni. Pro tyto hodnoty a, b limitu vypoditejte.
Reseni: Pro a,b # 0 mame rozvoj

a’z?  atzt

2+24

1
arctan br = br — §b3x3 + o(z),

cosar =1 —

+ o(z?).

Limita pak je tvaru

cos(ax) + x arctan(bz) — b

lim = lim

<x4>)2.

(1-0)+ (b— %) 2+ %x‘l + o(x?)

4

x—0 xT z—0 T

Aby limita existovala vlastni, musi platit

1-b=0
2
a
b——=0
2 )
tedy b=1, a = +v/2.
Pro tyto hodnoty pak je
_ BBat 4 o(at) 1
lim =—Fp—— = ——
z—0 T 6
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Déle, uvazujme a = 0, b # 0. Pak

o LT warctan(br) —b _ . (1 —10b) + ba? — %x‘l + o(x?)

4 4

x—0 xT x—0 T

Aby limita existovala vlastni, musi platit

1-b6=0
b=0,
coz neni mozné.
Necht nyni a # 0, b = 0. Pak
e
z—0 xT

coz nespliuje pozadavek na vlastni limitu.
Posledni kombinace a = b = 0:
1
lim — = oo,
z—=0 T
coz také nespliiuje podminku vlastni limity.

Zavér: Pro b =1, a = +v/2 vyjde limita rovna —%.
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