2. cviceni — Taylorv polynom - limity
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Pomoci Taylorova rozvoje urcete nasledujici limity.

(a) 1i e —sinz — 1 1
a —_— = —
zlir%) $2 2

ReSeni: Tayloruv rozvoj:

e —sinz—1 l+a4+L —z—1+o0(@?) 1
lim = ——
z—0 x2 2 2

(Slo by i provést dvakrat 'Hospitalovo pravidlo.)

. efsinz—z(l+xz) 1
(b) ilgtl) z3 K]

Regeni: Sledujte vypodcet.

lim e’sinz —x(1+ z) — lim (I1+x+ §+%3 + o(z3))(x — %3+o(x3)) — — z? _
z—0 x3 z—0 x3

2 x> z3 3 2
r+ai+ 5 - % to(rd) —wv—x

= 11m

x—0 IES
2o 1
=lim2—F—~ = —
x—0 $3 3
2
cosx —e % /2 1
lim —~ -~
O — 2

Regeni: Sledujte vypocet.

4 2 4
iz €OST = e /2 iy L= ST Gr+0(@®) - (=5 + 5% +o() _
z—0 x z—0 x4

1 11 0(x5)110 1

e TR ey R S DS

1 1
(d) lim < e ) =0
a0 \z sinz

Reseni: Prevedeme na spoledny jmenovatel a rozvineme funkci sinus v &itateli.

. 1 1 sinx —x
lim | — — — = lim ———
z—=0\x sinx z—0 xsinx

inx— — 23/3l 4y _
sine —z _ @ z° /3l +o(z*) —x

z—0 xsinx z—0 rsinz
3
5, ol
= lim — + —
z—0 rsinx Trsinx

2 4
Cgim (—E E o@D ) Ly gy1.020.
z—0 sinz 3! xsinz ot
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sin(sinz) —av1—22 19

(e) lim =—

z—0 . x° 90
ResSeni: Citatel musime rozvést do patého fadu. Plati, ze

ETRT

B 3 2P 1 23 25\° 1 a3 25\° 6y
“Eate) alE e te) el te) o=

> 1 z? 1 1
S O T W O B £ 105 6y_ .. L1 5 6
—<x 3!4—5!) 3 <x 3z 3!>—|—5!x +o(z°) =2z 3t 1% + o(z”)

Odtud vyplyva

3 5
sin(sin z) = sin (m Ty 0(x6)> =

i sin(sinz) — zv/1 — 22 i & %3 + 352° 4+ 0(25) — (1 — 32? — §at + o(a9))

z—0 x5 z—0 x5

Ead+o(@b) +Fad+o0(2f) 1 1 19

= lig e “10 9 o0
() 1 ez2+x—sinx—|—3(:osx—4 4
im = -
0 arctan’ z 3

ReSeni: Nejprve pouzijeme znamou limitu

) x
lim ———— =1.
z—0 arctan x
Pak
2 ) 2 )
. eFTT _ging 4+ 3cosx — 4 . et _gsinx +3cosz —4 a3
lim s = lim 3 : 3
xz—0 arctan® x x—0 x arctan® x

Druhy zlomek jde do 1. Prvnf{ limitu spo¢teme pomoci Taylora.
Rozvineme c¢itatel do tietiho fadu. Dostaneme

2 2 2 3 3 2
et _ging+3cosx = 1+(:c2+:c)+(x +2) +(ZE )’ <az - x>+3 (1 - x) —4+40(2?)

2! 3! 3! 2!
3 3 3 4
= 2% + % + % +o(a®) = 5a* + o(a?).
Tedy
lim e+t _sing + 3cosz — 4 i 323 4+ o(z?) _ 4 Lo
z—0 3 z—0 23 3
Hledan4 limita je tedy rovna
i e®’*+% _sinx + 3cosx — 4 a3 I 4 . 4
im . AL
70 x3 arctan3x 3 3

Matematické analyza 2, 2022/23, Kristyna Kuncova



(e = 1)(sinz—xz)? 1
1 = -
(8) 20 (cosz — 1)2sintx 9

Reseni: Podle zékladnich limit

. sinzx . cosx —1 1
lim =1, im ——— = —-
z—0 I z—0 x 2
napiseme
lim (e*" —1)(sinz — z)2 ~ lim (x2)? ‘ xt ‘ (e** —1)(sinz — 2)2
=0 (cosz — 1)2sintx a—0 (cosx — 1) sintx a8

Posledni zlomek vyfesime Taylorem. Rozvineme Citatel

eIQ—1:1+x2—1+0(x2):x2+0(x2)

. 3:'3 3 .TS 3 . 9 3:'6 6
smx—w:x—g—x—l—o(x )= E—I—O(l‘ ) = (sinx — x) :%jto(:v )
a dohromady dostaneme
x? : 2 1:8 8
(e —1)(sinx —x)* = — + o(x°)
36
Odtud vyplyva, ze
2 . 1.8 8
lim (e —1)(sinz — z)? iy 367 + o(z°) _ i
z—0 8 z—0 8 36
Pro pivodni limitu pak mame
. (22)2 t (e —1)(sinz — x)? ap, 11
1m . . — _ =
@0 (cosx — 1)2 sintz x8 36
T -z _ 9
) im &0 T2 2 a0
z—0 X

Reseni: Protoze plati a® = e*"@ je

2
a® =e* M =14 zlna+ %ln2a+o(x2)

2
a_x:e_xln“:l—mlna—i—%lnga—i—o(xQ)
a dostavame
l_ma$+a_””—2_l_m1—|—:U1na—|—%?ln2a+1—xlna—i—zg—?ana—Z—l—o(xz)_lnza
x1—>0 x2 _x1—>0 x2 N ’
1/1 1
D Tim 2 (L cot _1
(i) x%@'(x cogac) 3

Regeni: Nejprve pievedeme na spoleény jmenovatel, pak rozvineme

1 /1 .1 /1 cosx .1 sinz —xcosxz
lim — ( — —cotgz | =lim — [ — — — =lm-—— =
z—=0x \ T z—=0x \x sinx z—0 Tsinx
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Diky znamym limitam vime, Ze jmenovatel se chova jako x3, tedy budeme rozvijet
do tfetiho fadu.

(x— % + o(x?)) — (1 — é—? + o(x?))

= lim : 5 =
20 x2sinx
— lim x—%?+o(x4)—x+‘g—?+o(m4) _
0 x?sinz
a3 4 4
% +olx 1 1 1
S e Cod S R v (8 S Ciao B IV (S PR
z—0 3 sinz z—0\3 x3 sin 3 3
" .. tgx—=
lim =—- =2
() {13}) T —sinx
ResSeni:
Rozvojem do 3. fadu
i tgac‘—a: i 23/3 4 o(z?) . a3+ o(a®) 3
a0z —sinz  2—023/6 +o(x3) 20 a3 z3/6 + o(x3)

3 3 3 1 1 1
zlimx/3+30(x).£3. . A:L<+0>. . —9
z—0 X x 1/6+0(£83) 3 6+0

2(sinz — tgx) + 23 1

k) li = —=
W M e e =—1r 1
Reseni:
Protoze )
r_ 1 -7 _ 1
m =1, lim——— =1,
z—0 T x—0 (—:L‘ )
dostavame
2(sinz —tgx) +23 . 2(sinz —tgz) + 2° x (—22)?
im —— = lim AV : S
z—0 <e$—1>(e z —1)2 z—0 x-(—:z: ) et —1 (e z —1)
Prvni zlomek rozvineme do 5. fadu
3 5 3
lim 2(z — % + 19670 —(z+ % + %x5)) +ad+ O(CE5) = lim —_ixS i 0(3:5) = —1
20 0 z—0 o 4’
Dohromady
lim 2(sinx — tgx) + 23 oz (—52)2 a1 1.1 _1'
@0 z - (—x?)? e* —1 (e " —1) 4 4
2arcsinx —tgx — 1
(1) lim —; - ——
z—0 2sinx — arctanx — x 11

Reseni: Z definice Taylorova polynomu muzeme odvodit, Ze plati

3

arcsinx = = + % + EIL‘B + o(z%)
3 2P 6
arctanx::c—g—l—g—ko(x )
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Odtud dostaneme

2(37—1—%—1—%0365)—(x—l—%—i—%)—x—i—o(xfi)

= lim
@—02sinz — arctanz —x 20 2( _%+%)_<x_§+%5)_x+o(x6)
3.5_ 2.5 5 1
— lim %[E —ﬁ$ +0(l‘): 60 :_i
20 dad — 125 4 o(2%) L 1
1 — (cosz)s™® 1
(m) lim —( 3 ) ==
z—0 xr 2

ResSeni: Citatel musime rozvést do t¥etiho fadu. Plati, ze

(COS x)sinx — esinxln(cos x) _ 6(5’5*%+0($3))-(1n(1712/2+o(gp3)) _
; 3
= eI 2400) = oo 240 = 1 Ty o)
a tudiz . ; 3

1— sinx 1-(1— 9 1

py LTy 10y L

z—0 xT z—0 T 9

Bonus

2. Urcete, zda je pravda: M4 - li funkce derivace v8ech ¥ada a Taylorova fada konverguje,
tak uz konverguje k pivodni funkci.
ResSeni: Nikoli. Uvazujme funkci

B eil/xQ, x #0,
f(x)_{o, z = 0.

Pak T, ,{’O = 0 pro v8echna n € N. Tedy Tayloriv polynom aproximuje funkci pouze v 0.

3. Zjistéte, zda je 0 inflexnim bodem funkce sinx + sinh z.
Refeni: Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf
Prve zjistime 2. derivaci.
f"(x) = —sinx + sinhx

Rozvineme do Taylorova polynomu 5. stupné:

3 5 3 5
—sinx—}—sinhxz—(m—%—i—éo—l—o(ms)) —+—x—|—%+1x70—|—0(x5)

o

=t o) =4 (; + o(:ﬂ)) .

Odtud mame

"
lim / (f) = 1
z—=0 X 3
Tedy z definice limity existuje & > 0 tak, Ze
fz) 1
e 6 x € P(0,96).

Ale odtud je f”(z) < 0na P~(0,6) a f”(x) > 0 na P*(0,4).
Zévér: Podle postacujici podminky pro inflexi mé funkce f v bodé 0 inflexni bod.
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4. Zjistéte, pro ktera C € R mé funkce f(z) = cosz — e *"/2 + Ca* lokdlni maximum v
bodeg 0.
ReSeni: Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf
Rozvineme do Taylora v bodé 0. Mame

p?xt b

=1 6

cos T Gy 72O—i-o(m ),
22 x? x? 28

T =l 6.,

¢ > Ty Tt

Celkem

12C -1 1425
_ 4
o) =at (25 ) +
12C—-1

Oznacme a = 75— Jestlize je C > 1—12, tak je a > 0. Dale mazeme psat

1422

f(z) = z* (a-+ =0 4—o(x2y>

Navic plati
2

lim a + + o(z?) — a.

z—0 720
Tedy z definice limity existuje § > 0 takové, ze
f(z)

_a
xd 2’

x € P(0,6).

Odtud f(z) > 0 na P(0,6). Navic f(0) = 0. Tedy f ma v bodé 0 lokalni minimum.
Pro C < 1—12 analogicky vyjde, ze f ma v 0 lokalni maximum.
P#ipad C = %: 7 rozvoje mame

G
f(z) = 17470 + o(2%) = 2° (71;0 + 0(1)) .

Analogicky jako vySe pak vyjde v 0 lokalni minimum.
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