Poznamka 17.2. Na nekompaktni mnoziné X C RP nemusi mit maximum (resp.
minimum) ani omezend spojitd funkce f : X — R majici stacionarni body; p¥i-
kladem takové funkce v R? je arctg(z3y?), jejimiz stacionarnimi body jsou prave
vsechny body lezici na nékteré ze souradnicovych os.

Na Zadny problém s extrémy nenarazime u funkci f : X — R neomezenych
shora i zdola; je zfejmé, Ze maximum ani minimum nemaji a ze inf f(X) = —oo,
sup f(X) = +oo.

Pro funkci omezenou zdola (resp. shora) se problém existence a nalezeni minima
(resp. maxima) na nekompaktni mnoziné dé leckdy rozfesit pomoci tohoto jedno-
duchého tvrzeni:

Véta 17.2. Necht mnoziny X a K lezi v néjakém metrickém prostoru, pricemz
K necht je neprazdna kompaktni mnozina spliiujici podminku int K C X . Funkce
f: (X UK) — R necht je spojitd v K a necht existuje bod x¢ € int K tak, Ze plati
implikace

(25) 1 IKU(X —K) = f(x) > f(z0) (resp. f(x) < f(x0)).

Pak m4 funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp.
max f(K)) a vSechny body x € X U K, v nichZ je f(x) = min f(K) (resp. f(x) =
max f(K)), lezi vint K. O

Protoze pti aplikaci pravé vyslovené véty je dilezité dobfe rozumét jejimu me-
chanismu, pfipojime kratky dikaz, a to pro funkci omezenou zdola; pro funkci
omezenou shora je argumentace obdobna:

Minimum funkce f|K existuje podle disledku véty 12.7; oznadime-li je A, je
ziejmé A < f(xg). Podle (25) nenabyva f hodnoty A nikde v 0K U (X — K);
protoze X UK = int K UK U (X — K), plyne z toho, Ze vSechny body x ¢ X UK,
v nichz je f(x) = A, lezi v int K. Z inkluze int K C X ihned plyne, Ze A je minimem
funkce f v X. O

V dalsim budeme hledat extrémy jen v pf¥ipadech, kdy X lezi v R? nebo v R3. Jak
vime, funkce f : X — R miZe nabyt svého minima a maxima v X jen v nékterém
staciondrnim bodé lezicim v int X, nebo v nékterém bodé z int X, v némz f neni
diferencovatelna, nebo v nékterém bodé z dX. V konkrétnich pfipadech zpravidla
najdeme v int X vSechny stacionarni body funkce f a vSechny body, v nichz f neni
diferencovatelna, a vypocteme hodnoty ve vSech téchto bodech; v zavislosti na tom
pak sestrojime mnozinu K spliujici pfedpoklady V.17.2.

Priklad 17.5°. VySetime extrémy funkce
(26) Floy) i=a® = 3oy + 47 v X i= (0, +00)2.

Tato funkce je t¥idy Co v R?; protoZe neni v X omezen4 shora, je sup f(X) =
400, a zbyva zabyvat se jejim minimem.
Rovnice
of of

27 2L =322 —3y=0, == =-32+32=0
(27) or o 3y =0, 5 z+ 3y
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maji — jak snadno zjistime — pravé dva spolecné kofeny, a to body (0,0) a (1,1),
ale jen druhy z nich lezi v int X. Protoze f(1,1) = —1, stadi najit kompaktni
mnozinu K C X tak, aby bod (1,1) lezel v int K a aby f byla napf. nezdpornd
vSude v 0K U (X — K); tim dokédZeme, Ze jedingm bodem, v némz m4 funkce f|X
minimum, je bod (1,1).

Protoze vyrazy z° a 3 jsou vSude v X nezaporné a v int X dokonce kladné, je
tfeba né&jak odhadnout vliv nekladného (a v int X zdporného) vyrazu —3zy. Ziejmé
vSak plati implikace

(28) >3 = flz,y)>2®—3zy >33 —y) >0, jeli y <3,
a ze symetrie plyne, Ze

(29) flz,y) >0, jeli y >3, v <3;

kromé toho plati implikace
(30)  x23,y23= f(z,y) 230" —zy+y®) =3((z —y)* +ay) 2 0.

Mnozina K := (0,3)2 mé zfejmé vSechny zadané vlastnosti, protoze kazdy bod
z € 0K U (X — K) lezi bud na nékteré souradnicové ose, nebo splituje nékterou
z podminek (x > 3)A(y <3), (x <3)A(y > 3), (x > 3)A(y > 3); ve viech téchto
ptipadech je f(z,y) > 0> min f(K) = f(1,1) = —1.

Piiklad 17.6°. Hledejme extrémy funkce

(31) flayy) =a® —ay +y* + v X:=R2.

z? + xy + y?

Protoze 22 + zy + % = 0 jen pro (z,y) = (0,0), je funkce f ti{dy C..v mnoziné
Q := R? — {(0,0)}; protoze f je v X nezadporna a neomezené shora, budeme se
zabyvat jen jejim minimem.

Stacionarni body funkce f najdeme feSenim rovnic

O op_y___ 2ty _,

or 4 (22 + oy +¢y2)2
(32)

ﬁ—_x_FQ _%f()

oy Y@y

Vynasobime-li prvni z rovnic vyrazem (x + 2y), druhou vyrazem —(2z + y)
a sec¢teme-li vysledky, ziskAme rovnici 4(z? — %) = 0 jako nutnou (ale samo-
zfejmé nikoli postacujici) podminku, aby bod (z,y) byl staciondrni. Musi tedy byt
y = =x; protoZze vSak zaddné body tvaru (x,—z) v X nelezi, musi byt dokonce
y = 2. Dosadime-li to do (32) a vynasobime-li vysledek vyrazem 33, ziskdme rov-
nici 3z% = 1, kterd ma v R, jediny kofen, a to a := 371/% = 0.7598; jak snadno
zjistime, je f(a,a) = 2v/3 = 1.1547.
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Celkem tedy mdme 6 podezielych bodu: [0,0], [1,0], [i\i@ i%@} Dosazenim
do funkce f dostaneme, ze

1)

flx,y) = (x®+y2)e "), S = R2 Ziejmé f(x,y) = glx®+y?), kde g(t) = te".

Obor hodnot funkce x? + y? je [0,00). Tedy potfebujeme vysettit priibéh

funkce g na tomto intervalu — zajimaji nds minima a maxima. Jednoduchym

zderivovdnim dostaneme, Ze minimum md funkce g v nule (g(0) = 0) a maxi-
1

mum md v bodé¢ 1 (g(1) = ).

Zbyva si rozmyslet, kdy je x? + y? rovno 0 a 1. CoZ je trividlni, dostaneme
tedy, Z¢ minimum funkce f na R? je 0, které se nabyva pouze v nule, a
maximem je % a nabyva se ho ve viech bodech kde x? + y? = 1, to jest na
jednotkové kruzZnici se sttedem v pocatku.

f(x:y):=%+% _{xz‘l‘yz— }.

M=f<[%,2\/§}> \/73+%
V31

SR

K teSeni se dd dorazit tteba vysetfenim pomocné ulohy f(X,y) = X + ¥ na
mnozing S = {x? + 3y? < 1}. Zpétky se pak da vratit substituci x = L a y =

X

w\

2V3

Hranice mnozZiny S je elipsa, a Ize ji parametrizovat napriklad takto:

X = cost,

y = —sint,
V3

t € [0, 2s).

flx,y,z) == (x +y + z)e %32 S = Ix >0, y >0, z > 0}. Zde mnoZina
neni kompaktni, a tedy maxima ani minima se nabyvat nemusi. A vskutku se
ho ani nenabyva — stacdi si funkci zderivovat a vyuzit Véty 4.

Mtizeme vysetrit, kde se nabyva infima a suprema. Abychom s tlohou mohli
néjak pracovat, tak je tfeba se omezit na néjaky kompakt — mnozinu tedy uza-
vPeme a omezime. Zjistime, Ze uvnitt zddné podezrelé body nejsou. Nejsou
dokonce ani na hrani¢nich ¢tvrtrovindch. Zbyvaji hrani¢ni primky, kde nalez-
neme podezielé body [0,0,0], [1,0,0], [0, é,O] a[0,0,1].
Infimum je 0 = £([0,0,0]) a supremum je 1 = £([1,0,0]).



Hledani extrému funkce na mnoziné 10.

coz je ovSem ve sporu s prvni rovnici z vyse uvedené soustavy. Proto u # 0, a tedy
y = z. Protoze (z,y, z) € Mo, dostavame x2 + 2y? = 1 a 2> + 2y3 = 0. To spliuji

jediné body (\/% L L )a( V2 L L )

o+ 91 o+ ¥d o+ ¥4 Vet W2 2t ¥a A2+ Va
Nalezli jsme tedy sedm podezrelych bodii, mezi nimiz jsou body, v nichz se
3
nabyva extrémi. Funkéni hodnoty v nich jsou 0, + == a + 2__ Snadno zjistime,

V2T T

ze \/2\?—% < %, a tudiz maximum je 1/+/2 (nabyva se v bodech (1/v/2, —1/v/2,0)

a (1/v/2,0,—1/4/2)) a minimum je —1/+/2 (nabjva se v bodech (—1/+/2,1/v/2,0)
a (—1/v/2,0,1/v/2)). |

Vsimnéte si, ze jsme uvedené soustavy rovnic neresili ,,az do konce®. Nasim cilem
nebylo totiZ najit pravé vsechna feSeni (coZ je potfebné pii vySetfovani lokalnich
extrémil), ale jen co nejjednoduseji najit co nejmensi mnozinu obsahujici vSechna
feSeni. Nevadilo by nam, kdyby obsahovala nékolik malo bodt navic.

§69. V pripadé, ze nas zajimaji extrémy spojité funkce na nekompaktni mnoziné,
1ze nékdy mnozinu redukovat na kompaktni pomoci vysetieni ,limitniho chovani v
nekonecnu®.

Piiklad Najdéte extrémy funkce f(z,y) = (22 + 7y2)e_5$2_2y2 na R2.

Reseni. Zatimco funkce f je ziejmé spojita, mnozina R 2 neni kompaktni. Nicméné
tvar funkce f umoznuje provést nékteré ivahy. Jednak je funkce f ziejmé neza-
porné a nulové hodnoty nabyva jen v poc¢atku. Proto ma minimum 0. Dale mtizeme
usoudit, ze pro body ,,hodné vzdalené“ od pocatku budou funkéni hodnoty ,,hodné
malé“, protoze ,,exponenciala prevazi polynom“. Tyto tvahy lze zformulovat presné.
Vyuzijme faktu, ze lim te™! = 0 (coz ovéiime napiiklad 'Hospitalovym pravi-

t——+oo
dlem).
Je totiz f(z,y) < 7(5x? + 2y2)e~ (52" +2v%) na celém R2. Protoze . liELn te=t =0,
— T 00
existuje R > 0 takové, ze pro ¢t > R plati te ™" < - f(1,1). Uvazme mnoZinu

M = {(z,y) € R%: 522 + 2y? < R}. Tato mnozina je uzaviend a omezena (jde o
néjakou elipsu se stfedem v pocatku), je tedy kompaktni. Funkce f na M tudiz
nabyvéa svého maxima v néjakém bodé (zg,y). Pokud je bod (x,y) mimo M, je
f(z,y) < 3f(1,1) (to plyne z volby R). Proto bod (1,1) pat¥{ do mnoziny M, a
tedy f(zo,y0) > f(1,1). TudiZ pro (z,y) € R?\ M plati f(xo,50) > f(z,y). Proto
funkce f ma v bodé (z¢,y0) maximum na R2.

Tim jsme ukézali, Ze f nabyvé svého maxima na R?2. Protoze mnozina R? je
oteviena, stac¢i najit body, v nichz ma f nulové parcialni derivace prvniho fadu a z
nich vybrat ten, v némz je nejvétsi funkéni hodnota.

Jest % = (20 — 102 (2% + Ty2))e 5"~ 4 g—i = (14y — dy(x2 + Ty2))e 52" ~2v"
Obé jsou nulové, pravé kdyz 2z — 10x(z2 + 7y?) = 0 a 14y — 4y(z? + 7y?) = 0. Jsou
¢tyTi moznosti:
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Metody Feseni vybranych (loh z matematické analyzy

(i) x =0 a y = 0 — tim dostaneme jiz zndmy bod minima (0, 0).

(ii) 2 = 0 a 14 — 4(2® + 7y?) = 0 — odtud dostaneme dva body (0,1/v2) a
(0,—1/v/2). V obou je hodnota f rovna .

(iii) 2 — 10(z? + 7y?) = 0 a y = 0 — odtud dostaneme dva body (1/v/5,0) a
(—=1/v/5,0). V obou je hodnota f rovna -=.

(iv) 2 — 10(2? + 7y?) = 0 a 14 — 4(x? + 7Ty?) = 0 — tento ptipad vSak nemtize
nastat, protoze vyraz x2 + 7y? nemiiZe byt zaroveii 1/5 i 7/2.

Nyni porovnanim vysledkti dostaneme, ze funkce f nabyva maxima 2—76 v bodech

(0,1/4/2) a (0, —1/v/2). |

870. Pokud funkce extrémt nenabyva, nebo alespon nevime predem, zda na-
byva, hleddme supremum a infimum. Pfitom nadm nékdy mize pomoci nasledujici
pozorovani.

Necht funkce f je spojitd na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M).

Toto se hodi napriklad v pripad€, ze mnozina M je omezena. Pak totiz jeji
uzavér je kompaktni, a je-li f na M spojita, pak mtZzeme na M najit extrémy, a
tim urc¢ime supremum a infimum na M.

Piiklad Najdéte supremum a infimum funkce f(z,y) = sinx + siny na
mnoziné M = {(z,y) € R?: 22 +y? < 7?/4}. Existuje minimum a maximum funkce
f na M?

Reseni. Mnozina M je otevienad a f ma vsude na M parcialni derivace. Pokud
tedy ma f extrém v néjakém bodé M, musi v ném byt parcialni derivace prvniho
fddu nulové, tj. cosz = 0 a cosy = 0. To spliji body tvaru (5 + km, § + Im),
k.l € Z. Z4dny z téchto bodt oviem v M nelezi. Proto f na M extrémi nenabyva.

Nicméné funkce f je spojitd na celém R? a M je kompaktni (M je otevieny
kruh o stiedu 0 a poloméru 7/2, M je piislusny uzavieny kruh). Proto f nabyva
extrémi na M. Protoze v M extrémy nemé, nabyva jich na hranici, tj. na mnoziné
OM = {(x,y) € R?: 22 + 4% = 7n%/4}. (Jelikoz M je oteviena, je OM = M \ M.)
To je kruznice, a tedy bychom ji mohli parametrizovat jako v §67. Tento postup
nechavame na ¢tenafi, zde pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort z §68.

Funkce g(z,y) = 22 + % — 72 /4 je t¥idy C*! na R?, jeji parcidlni derivace jsou
% =2ra g—g = 2y. ODbé jsou nulové pouze v bodé (0, 0), ktery nelezi v 0M. Proto,
ma-li funkce f v néjakém bodé OM lokalni extrém (vzhledem k OM), existuje A € R,
pro které plati:

costr+ A-2x =0,
cosy + A -2y =0,
2 +y? —7%/4=0.

Z prvnich dvou rovnic dostavame, ze y cosxz — x cosy = 0. VSimnéme si, Zze nemiize
byt x = 0 ani y = 0. Jinak by totiz nebyla splnéna prvni nebo druhéa rovnice. Proto
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vechna (x,y,z) raznd od bodt (39) je |f(z,y,2)| < U), stadi najit kompaktni
mnozinu K C R3, kters obsahuje vsech 15 stacionarnich bod@ uvnit¥, piicemsz

(43) (z,9,2) e 0K U (R® = K) = | f(2,y,2)| < U.

Funkce g(r) je kladna v R a méa derivaci g’ (r) = 3r%(3—2r?%) exp (—r?) zdpornou
v8ude v intervalu (4/3/2,+00), takZe tam klesd. Z nerovnosti | f(x,y, z)| < g(r),
e2 > 20 plyne, ze

3% 100 1
N=L L _00125< U:
983) =35 <58 = &0 <Y

za K tedy staéi zvolit uzavienou kouli U((0,0,0), 3).
Priklad 17.8. Funkce f t¥idy C., definovani rovnosti
4y 27 9
(44) f(m,y)::3x—|—x—2+$ v X =R}

je nezapornd a shora neomezena. Jedinym spolecnym fesenim rovnic

of 8y of 4 81
45 —=3-—==0, —=———=0
(45) ox 3 oy x?2 oyt
v X je bod (z,y) = (2,3), pficemz f(2,3) = 10. Tvrdime, ze f md v bodé (2, 3)
minimum.

Abychom to dokazali, sta¢i najit kompaktni mnozinu K C X obsahujici bod
(2,3) uvnitf a spliiujici podminku

(46) (,y) e X —int K = f(x,y) > 10.

UvaZme predevsim, Ze vSechny tfi s¢itance na pravé strané (44) jsou v X kladné,
takze f(x,y) je vétsi nez kterykoli z nich. Uvazme konkrétnéji, Ze

1) f(x,y) > 3z > 10, je-li & > 4;°)

2)0<z<4 = flr,y)>4dy/a>> iy > 10 pro vSechna y > 40;

3) f(z,y) > 27/y> > 10, je-li y® < 2.7, tedy jisté pro vSechna y € (0,1);

) y>1= f(z,y) >4y/z? > 4/2% > 10, je-li 22 < 2, tedy jisté pro z € (0, 2)
(protoze (%)2 <2).

Z 1)—4) je patrné, Ze staci polozit

(47) K = (2,4) x (1,40).

* ok Xk

5) Misto ,,4“ bychom samozifejmé mohli napsat ,10/3%, ale pro jednoduchost dalsich vypodtii
i zapisu se vyhybame zbytecnym zlomktm. Je zfejmé, Ze pfi hledani mnoziny K mame znacnou
volnost, a to nejen v tomto konkrétnim pripadé. Je-li (v obecném piipadé) a € X jediny bod,
pro né&jz je A := min f(X) = f(a), splituje kaZdd kompaktni mnozina K C X, obsahujici bod a
uvnitf, podminku € X —int K = f(z) > A. Hlavnim kritériem pro vybér mnoziny K je proto
jednoduchost ovérenti této podminky za situace, kdy existenci minima teprve dokazujeme.
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678 11. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Tedy pokud g’(x) = 0, pakx = &+ %ﬂ)z. Mame tedy podezrelé body [+ ﬁ, ﬁ].

Zahrneme jest¢ do uvahy krajni body [1,0] a [-1,0].

Pii vySetfovani f na M, nam vyjdou body [+ «/a2b+b2 , _Ja2[l+b2]' Porovnanim
hodnot ve vSech podezielych bodem zjistime, ze
/731 )2
minf(M)=f(— R )=— il
Va2 +b2 a2 +b? ab
24 2
maxf(M):f( b ’ a )ZVa +b.
Va2 +b? a2 + b2 ab
&

11.8.40. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud

f,y,2)=x2+y2 + 722+ 2x +4y -6z, M =R>
Reseni. Mno%ina M neni omezena. Vzhledem k tomu, e

Sy )=+ 1)+ +2°+@—-3)>—-14, [x.y.z] €R>,
nabyva f svého minima min f(M) = —14 v bod¢ [-1, -2, 3]. Jelikoz
nli)rgo f(n,—2,3) = oo,
supremum f na M je rovno oo. -
11.8.41. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
f(x,y.2) = (x +y+z)e” &3 pp — {[x,y,z] eR¥x>0,y>0,z> O} .

Reseni. Funkee f je tifdy C*naR*>a M = {[x,y.z] € R3x >0,y >0,z > 0}. Ze
spojitosti f na R? plyne rovnost sup /(M) = sup f(M) ainf f(M) = inf f(M).
Vysetiime nejprve body podezielé z extrému, které lezi v IntM = M.V Téchto
bodech musi byt V f(x, y,z) = o, tj.

e O (x4 y4+2).1-2(x+y+2).1=3(x+y +2)] =o.

Tato soustava vSak nema fesent, a tedy v M zadny bod podeziely z extrému nelezi.
Uvazujme nyni jednu ze ,,stén” tvotici dM, naptiklad

M; ={[x,y,0]; x>0,y >0}.

Pak mame funkci g(x,y) = f(x,,0) = (x + y)e"*T2) na N = {[x, y] e R?; x >
0,y > 0}. Jako vyse dostaneme, ze g nema v Int N podeziely bod. Musime tedy
uvazovat ON = N; U N, kde

le{[xv()];XZO}, sz{[ov)’],J’EO}

Funkce i(x) = g(x,0) = xe™, x € [0,00), ma bod podezfely z extrému vO0av
bod¢, kde A'(x) = e™*(1 —x) =0, tj. v x = 1. Dostavame tak body

[0,0,0],[1,0,0].



11.8. POCETNI PRIKLADY K FUNKCIM VICE PROMENNYCH 679

V mnoziné N, dostavame dalsi podezrely bod [0, % 0]. Tim mame vyresenu otazku
mnoziny N.
Zbyvajici stény tvorici IM poskytnou bod [0, 0, %]
Funkce f je zjevné nezaporna na M, tedy
€ f(M) =min f(M) = £(0,0,0) = 0.
Zbyva dokazat, ze
sup f(M) = max f(M) = £(1,0,0) = e~ .

K tomuto uéelu uvazujme odhad
X+y+z
fx,y,2) S ——+

T [x,y,2] € M. (11.35)
elikoz lim, o0 == = 0, existuje r > 1 takové, ze == < e~!. Uvazujme mnozinu
e g, e J

K={xyzleM:x+y+z=r}.
Pak K je omezena a uzavrena, tedy kompaktni. Funkce f tedy nabyva na K svého
maxima, pfic¢emz z vypoctt vyse a (11.35) plyne, ze max f(K) = f(1,0,0). Diky
(11.35) dale mame, ze max f(K) = max f(A). Tim je ditkaz dokonéen. F

11.8.42. Priklad. Urcete supremum a infimum funkce f na mnoziné M, kde
fxy.2) =+ +@x—-y)2>4+z. M=[-11]x[-1,1]x[-1,1].

Reseni. Mnozina M je zjevné kompaktni a f je tfidy C*™ na R3. Proto nabyva
na M svych extrémut. Pokud x,y,z1,22 € R splnuji z; < z2, pak f(x,y,21) <
f(x,y,z2). Tedy f nabyva své maximum na M; = [-1,1] x [-1,1] x {1} a mini-
mum na M, = [-1,1] x [-1,1] x {—1}.

K uréen{ maxima tak vySetfujeme maximum funkce g(x,y) = (x + y)? +
(x = y)2+1 = 2x2 + 2y? + 1 na mnoziné [—1,1] x [-1,1]. Jelikoz g(x,y) =
2dist([x, y],0)* + 1, vidime, ze body v [~1,1] x [-1, 1] nejvzdalenéjsi od pocatku
jsou [1, 1], [—1, 1], [-1, —1], [1, —1].

Podobné postupujeme pii hledani minima a dospéjeme k bodu [0, 0]. Tedy

min f(M) = £(0,0,—1) = —1,

max f(M) = f(1,1,1) = f(1,-1,1) = f(-1,-1,1) = f(—=1,1,1) = 5.

11.8.43. Priklad. Urcete supremum a infimum funkce f na mnoziné M, kde
fx.y)=x+y., M={xyleR* x>+y>—2xy =0,x >0,y >0}.

Reseni. Mno%ina M je zfejm¢ uzavrena. Diky Ptikladu 11.8.29 vime, ze M je ome-
zena a tedy je kompaktni. Funkce f je spojita, a tedy nabyva na M svych extréma.
Pouzijeme Vétu 11.5.8 pro G = R*, m = l a g(x,y) = x> + y3 — 2xy. Plati

Vg(x,y) = (3)(32 -2y, 3y2 —2x),
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Hledani extrémi funkce na mnoziné 10.

o o\ . 5 o. —(sint)-t— ¢
rovnici miizeme upravit na tvar <2+ = <. Pfitom (=ty = M Proto

je funkce t — <L Klesajici na (0,7/2] i na [-7/2,0). Protoze navic pro ¢t € (0, 7/2]
je <=t > 0aproz € [-7/2,0) je <L < 0, je tato funkce prostd na [—7/2, 7/2]\{0}.

Jehkoz (z,y) € OM implikuje z,y € [-m/2,7/2], z rovnosti 2% = T plyne

x = y. Takové body jsou v dM dva: (7/v/8,7/v/8) a (—7/v/8,—7/V/8). V prvnim
z nich nabyva f na M maxima, ve druhém minima.

Proto, podle tvrzeni na po¢atku paragrafu, je sup f(M) = 2sin f ainf f(M) =

—2sin 7§ |

Piiklad Najdéte f(M),je-li M = {(z,y) € R%: 2 >0,y >0} a f(z,y) =
(Tx + 10y)e *~Y.

Reseni. Protoze funkce f je spojita na celém R? a mnozina M je konvexni, a tedy
souvisla, je f(M) souvisld podmnozZina R. Proto je f(M) interval. Staéi tudiz uréit
supremum a infimum funkce f na M a zjistit, zda f téchto hodnot nabyva.

Mnozina M je oteviena a f mé vSude parcidlni derivace. Ma-li tedy f v néja-
kém bodé M extrém, mé tam parcidlni derivace nulové. Nechdvame ¢tendri oveérit,
Ze takovy bod neexistuje. Proto f nenabyvé extrémi (a tedy f(M) je otevieny
interval).

Podle tvrzeni na pocatku paragrafu je sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M). Pfitom M = {(z,y) € R*: 2 > 0,y > 0}.

Postupujme podobné jako v piikladu v §69. Je f(0,0) = 0 a f > 0 na M. Tudiz
inf f(M) = 0.
__ Abychom nalezli supremum f na M, uvédomme si nejprve, Ze f nabyva na
M maxima. Pro (z,y) € M plati totiz f(x,y) < 10(z + y)e*~Y. Protoze plati

lim te™" =0, existuje T > 0 takové, ze pro t > T je te~' < 3 f(1,1). Pak funkce

t——+oo
f nabyva maxima na mnoziné M; = {(z,y) € M: z +y < T} (tato mnozina je
kompaktni — jde o uzavreny trojihelnik) a toto maximum je zarovenn maximem na
M, protoze pro (z,y) € M \ M je f(z,y) < f(1,1).

Protoze f na M extrémy nemad, musi bod maxima lezet na hranici. Ta se sklada
z bodu (0,0) (kde je minimum) a ze dvou polopiimek Hy; = {(2,0): z > 0} a
Hy ={(0,y): y > 0}.

Ma-li f maximum v néjakém bodé H;, pak mé v tomto bodé maximum i vzhle-
dem k H;. Na H; ma f tvar f(z,0) = 7Tze™®. Mizeme ji tedy vySetfovat jako
funkci jedné proménné. Derivace je rovna 7(1 — y)e =%, je nulové pravé pro z = 1.
Piitom f(1,0) = 7/e.

Podobné na Hy mé f tvar f(0,y) = 10ye~¥. Derivace této funkce proménné y
je 10(1 — y)e™Y, a to je rovno 0 praveé pro y = 1. Pfitom f(0,1) = 10/e.

Z pravé provedenych vypoctu a vyse uvedeného zduvodnéni plyne, Ze funkce f
nabyva na M maxima 10/e v bodé (0,1). Proto sup f(M) = 10/e, a mame tedy
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

(i) =0 a y = 0 — tim dostaneme jiZ zndmy bod minima (0, 0).

(ii) z = 0 a 14 — 4(2® + 7y?) = 0 — odtud dostaneme dva body (0,1/v/2) a
(0,—1/+/2). V obou je hodnota f rovna .

(iii) 2 — 10(z? 4+ 7y?) = 0 a y = 0 — odtud dostaneme dva body (1/1/5,0) a
(—=1/+/5,0). V obou je hodnota f rovna .

(iv) 2 — 10(z? + 7y?) = 0 a 14 — 4(z* + 7y?) = 0 — tento pripad vSak nemtze
nastat, protoze vyraz 2% + 7y? nemiize byt zroven 1/5 1 7/2.

Nyni porovnanim vysledki dostaneme, ze funkce f nabjva maxima é v bodech

(0,1/v/2) a (0, —1/v/2). |

870. Pokud funkce extrémi nenabyvéa, nebo alesponn nevime piredem, zda na-
byva, hleddme supremum a infimum. P¥itom nam nékdy muZze pomoci nasledujici
pozorovani.

Necht funkce f je spojitd mna M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M).

Toto se hodi napiiklad v pripadé, Ze mnozina M je omezena. Pak totiz jeji
uzavér je kompaktni, a je-li f na M spojité, pak miizeme na M najit extrémy, a
tim ur¢ime supremum a infimum na M.

Qg\ Piiklad Najdéte supremum a infimum funkce f(z,y) = sinz + siny na
mnozing M = {(z,y) € R?: 2% +y? < 7?/4}. Existuje minimum a maximum funkce
f na M?

Reseni. Mnozina M je oteviend a f ma vSude na M parcidlni derivace. Pokud
tedy ma f extrém v néjakém bodé M, musi v ném byt parcialni derivace prvniho
fadu nulové, tj. cosz = 0 a cosy = 0. To spliuji body tvaru (5 + km, § + I7),
k,l € Z. Zadny z téchto bodt ovsem v M nelezi. Proto f na M extrém® nenabyva.

Nicméné funkce f je spojitd na celém R2 a M je kompaktni (M je otevieny
kruh o stiedu 0 a poloméru 7/2, M je piislusny uzavieny kruh). Proto f nabyva
extrémitl na M. Protoze v M extrémy nemd, nabyva jich na hranici, tj. na mnoziné
OM = {(x,y) € R?: 22 + y? = 72/4}. (Jelikoz M je oteviena, je OM = M \ M.)
To je kruznice, a tedy bychom ji mohli parametrizovat jako v §67. Tento postup
nechavame na Ctenafi, zde pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatora z §68.

Funkce g(z,y) = 22 + y? — 72 /4 je t¥idy C! na R?, jeji parcialni derivace jsou
g—g =2z a g—z = 2y. Obé jsou nulové pouze v bodé (0,0), ktery nelezi v 9M. Proto,
mé-li funkce f v n&jakém bodé OM lokalni extrém (vzhledem k OM), existuje A € R,
pro které plati:

cosT + A -2x =0,
cosy+ A2y =0,
2?2 +y? —7%/4=0.

7 prvnich dvou rovnic dostavame, ze y cosx — x cosy = 0. VSimnéme si, Ze nemtiize
byt x = 0 ani y = 0. Jinak by totiz nebyla splnéna prvni nebo druhé rovnice. Proto
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Hledani extrémi funkce na mnoziné 10.

o o\ . 5 o. —(sint)-t— ¢
rovnici miizeme upravit na tvar <2+ = <. Pfitom (=ty = M Proto

je funkce t — <L Klesajici na (0,7/2] i na [-7/2,0). Protoze navic pro ¢t € (0, 7/2]
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z nich nabyva f na M maxima, ve druhém minima.

Proto, podle tvrzeni na po¢atku paragrafu, je sup f(M) = 2sin f ainf f(M) =

—2sin 7§ |

Piiklad Najdéte f(M),je-li M = {(z,y) € R%: 2 >0,y >0} a f(z,y) =
(Tx + 10y)e *~Y.

Reseni. Protoze funkce f je spojita na celém R? a mnozina M je konvexni, a tedy
souvisla, je f(M) souvisld podmnozZina R. Proto je f(M) interval. Staéi tudiz uréit
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Mnozina M je oteviena a f mé vSude parcidlni derivace. Ma-li tedy f v néja-
kém bodé M extrém, mé tam parcidlni derivace nulové. Nechdvame ¢tendri oveérit,
Ze takovy bod neexistuje. Proto f nenabyvé extrémi (a tedy f(M) je otevieny
interval).

Podle tvrzeni na pocatku paragrafu je sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M). Pfitom M = {(z,y) € R*: 2 > 0,y > 0}.

Postupujme podobné jako v piikladu v §69. Je f(0,0) = 0 a f > 0 na M. Tudiz
inf f(M) = 0.
__ Abychom nalezli supremum f na M, uvédomme si nejprve, Ze f nabyva na
M maxima. Pro (z,y) € M plati totiz f(x,y) < 10(z + y)e*~Y. Protoze plati

lim te™" =0, existuje T > 0 takové, ze pro t > T je te~' < 3 f(1,1). Pak funkce

t——+oo
f nabyva maxima na mnoziné M; = {(z,y) € M: z +y < T} (tato mnozina je
kompaktni — jde o uzavreny trojihelnik) a toto maximum je zarovenn maximem na
M, protoze pro (z,y) € M \ My je f(z,y) < f(1,1).

Protoze f na M extrémy nemad, musi bod maxima lezet na hranici. Ta se sklada
z bodu (0,0) (kde je minimum) a ze dvou polopiimek Hy; = {(2,0): z > 0} a
Hy ={(0,y): y > 0}.

Ma-li f maximum v néjakém bodé H;, pak mé v tomto bodé maximum i vzhle-
dem k H;. Na H; ma f tvar f(z,0) = 7Tze™®. Mizeme ji tedy vySetfovat jako
funkci jedné proménné. Derivace je rovna 7(1 — y)e =%, je nulové pravé pro z = 1.
Piitom f(1,0) = 7/e.

Podobné na Hy mé f tvar f(0,y) = 10ye~¥. Derivace této funkce proménné y
je 10(1 — y)e™Y, a to je rovno 0 praveé pro y = 1. Pfitom f(0,1) = 10/e.

Z pravé provedenych vypoctu a vyse uvedeného zduvodnéni plyne, Ze funkce f
nabyva na M maxima 10/e v bodé (0,1). Proto sup f(M) = 10/e, a mame tedy
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Q?\Q (c) ® f(z,y,z) =sinzsinysin z, Vf(z,y,z) = (cosxsinysin z,sin z cos y sin z, sin x sin y cos z)

o M={z,yz]eR:z+y+z2=3% >0, y>0, z>0}

o g(x,y,2)=x+y+z—73, Vg(z,y,z)=(1,1,1)

e G={[r,y,2]eR?*:2>0, y>0, 2z>0} pro M af,geC(R?

Ze zadani mnoziny M si vS§imneme, ze musi platit x,y, 2 € (0, 7). Tudiz mame, ze mnozina M je
omezend, ale nenf uzaviend. Jeji uzavéer M = {[z,y,2] R} o+ y+2 = 5, x>0,y>0, 2> 0}
uz je ale uzavieny i omezeny a f je spojita na M, takze se na ném bude nabyvat maxima a minima.
Nejprve ale zjistime podezielé body na M.

Podle véty o multiplikdtoru pro bod extrému musi platit bud'to
Vy(z,y,2)=(1,1,1) =0 & |[r,y,2] €0,
nebo ze existuje A € R splnujici nasledujici sadu rovnic.
cosxsinysinz + Ax =0
sinzcosysinz + Ay =0
sinxsinycosz+ Az =0
rt+yt+z=73
Odectenim druhé rovnice od prvni a treti od prvni dojdeme k soustavée
sin z(coszsiny — sinx cosy) = sinzsin(y — x) =0
siny(coszsin z — sinx cos z) = sinysin(z — z) =0
T
r+y+z= 5
Analyzou jednotlivych moznosti a pomoci odvozeného z,y, z € (0, 7] snadno dojdeme k jedinému
vysledku

)5 5]

SIE}

[$ 'Y, Z] = [
Dosazenim do funkce mame:

(558D =%
Navic o¢ividné [z,y,2] € M ~ M spliji f([z,y,2]) = 0 a [z,y, 2] € M spliuji f([z,y,2]) >0, a
tedy na M je maximum # a minimum 0. Z vlastnosti uzavéru ale také plati, ze pro [z, y, z] € MM
existuje posloupnost [z, Yn, z,] € M spliujici [z, Yn, 2.] — [z, 9, 2], coZ ze spojitosti funkce f na
M déva f([xn, Yn, za]) — f([z,y,2]) = 0.
Maximum f na M je tedy % a to v bodé [%, £, ¥], zatimco infimum je 0 a na M se ho nenabyva.

o

Poznanka: Piikladem posloupnosti vyse muze byt tieba

[ﬁn,yn, Zn] = [%7 % - %7 % - %] — [07 %7 %]
o fz,y,2) = xy?z?, Vi(z,y,z) = (y22* 20yz3, 3xy?2?)

o M ={[z,y,2] ER3:2+2y+32=aqa, >0, y >0}
o g(r,y,2) =x+2y+ 3z —a, Vy(z,y,z)=(1,2,3)
e G={[r,y,2]eR3:2>0, y>0}pro M a f,g € C'(R?)
Mnozina M neni uzaviend ani omezend, ale uzdver M = {[z,y,2] € R® 1 2+ 2y + 3z = a, v >
0, y > 0} uz je alespon uzavieny Nejprve zjistime podezielé body na M.
Podle véty o multiplikdtoru pro bod extrému musi platit budto
Vy(r,y,2) =(1,2,3) =0 & |[v,9,2] €0,
nebo ze existuje A € R splinujici nasledujici sadu rovnic.
222+ 1A =0
22yz> + 2\ =0
3ry*2? +3X =0
r+2y+3z2=a



K vyfeSeni soustavy rovnic podminky ,nebo“ vyuzijeme toho, Ze z prvni rovnice musi bud A = 0
nebo 4(z? + y?)r — Ky = 0. Lambda byt nula nemuze kvili druhé rovnici, takze musi platit
(22 +y?)r — Ky = 0. Diky pozorovani (/) a tomu, Ze bod [0, 0] uz je mezi podezielymi se muzeme
omezit na z # 0 a y # 0. Diky tomu muZeme bez problému z 4(z2 + y*)z — Ky = 0 vyjadrit
(22 + y?) a dosadit do tiet{ rovnice. Po tipravdch dojdeme k y = 1(’;3, coz opét dosadime do tieti
rovnice a dofeSenim dostavam podezielé body:

V3K2 W 27K2]
4 0 4

_ VBK? _ V2TK2
[ ]
4 1

[z, y] = [

Dosazenim vsech podezielych bodu do funkce mame:

F0,0) =0,  f(ABEE VRTRE))_ VATRZ L p(|_VBRZ _ VOTRR)) _ _ VATKZ

Y

IS

3K?2
4 4

VER? 4 16 v bods [

Z predchozich ivah je jasné, ze maximum f na M je =

|- —@ a to v bodé [@,@].
2. 0 f(x,y,2) =2 —y+ 2z, Vf(x,y,z)=(1,-1,2)
.?Qo M ={[z,y,z] eR* 22 +y* + 22 =2, 2® + 2* <y}
Mnozina M je ocividné omezend, ale nenf uzaviend. Jeji uzaver M = {[z,y,z] € R® : 2% + > 4+ 2 =
2, 2* + 2* < y} uz je ale uzavieny i omezeny a f je spojitda na M, takze se na ném bude nabyvat
maxima a minima. Ulohu si rozdélime na dva kusy

o My ={[r,y,2] eR3: 22 + 9>+ 22 =2 22+ 22 <y}
g(z,y,2) = 2> +y? + 22 — 2, Vy(z,y,z) = (2x,2y,22)
G={[r,y,2] eR3: 2%+ 22 <y} pro M, a f,g € C'(R?)
Podle véty o multiplikdtoru pro bod extrému musi platit bud’to

Vy(z,y,2) = (22,2y,22) =0 <= [r,y,2] =[0,0,0] & M,

nebo ze existuje A € R spliiujici nasledujici sadu rovnic.

1+2Xx =0
—14+2\y=0
242 2=0

Pyt =2

VyfteSenim tieba pomoci vyjadieni x, y a z z prvnich tfi rovnic a dosazenim do posledni dostavame
fesenti:

woys) = [ b 2 €My a o] = [ -t 2] ¢ M
Na M; tedy zadné podezielé body nejsou.

o My={[r,y,2]eR?: 22+ 9>+ 22 =2, 2*+22 =y}

gz, y,2) =2 +y? + 22 — 2, Vagi(z,y,z) = (2z,2y,22)
go(z,y,2) = 2% + 22 — v, Vgo(z,y,z) = (2z,—1,22)
G =R3pro M, a f, g1, 9, € C(R3)

Podle véty o multiplikdtoru pro bod extrému musi platit bud'to
Vai(z,y,2) = (2z,2y,22) je ndsobkem Vga(z,y, 2) = (27,1,22),
nebo ze existuji A\;, Ay € R spliujici nasledujici sadu rovnic.
14+ 2Mx +2X 2 =0
242Mz24+2X2=0
24t =2
242 = Y



7 podminky linearni zavislosti dostavame body
[x7y7z] = [Oa _%ao]v ac R) a [fﬂ,y, Z] = [ba _%70]7 b,C eR.

Zadny z téchto bodu ale nesplauje g1 ([z, 7, 2]) = 0 = go(x, y, 2), takze nepfipadaji v ivahu jako
podeztelé.

Nyni k feseni soustavy. Dosazenim posledni rovnice v soustavé do pfedposledni rovnice dostavame
y?+y=2=y=1,-2. Zrovnic je jasné, ze x # 0 a z # 0, a proto miZzeme z prvn{ a tfet{ rovnice
vyjadrit (2A1 + 2X2) a dat je do rovnosti. Z toho dostaneme z = 2z. Nyni uz snadno dosazenim
obou poznatku do ¢tvrté rovnice dostavame reSeni:

, 1

[x,y,z]:[ 7\/15] a [_\/57

i

5

Dosazenim do funkce mame:

Je tedy jasné, ze minimum f na M, je —/5 — 1 a to v bodé [—\/ig, 1, —\%} a maximum V5 — 1 a

to v bodé [\/ig, 1, \/lg]

Celkem tedy na uzavéru M je maximum /5 — 1 a minimum —+/5 — 1 a obé se nabyvaji na M ~ M,
a tedy jsou pro mnozinu M supremem a infimem, kterych se nenabyva. To plyne z vlastnosti uzavéru
a spojitosti funkce na uzévéru, nebot z vlastnosti uzaveéru plati, ze pro [\/Lg, 1, \/lg] existuje posloupnost
[T, Yn, 2n] € M, kterda k nému konverguje a ze spojitosti funkce na uzavéru f([\/ig, 1, \/lg]) — v/5—1. Pro
infimum by se to udélalo obdobné. Zaver tedy je, ze funkce f ma na M infimum —+v/5 — 1 a supremum
v/5 — 1 a ani jednoho se nenabyva.



20\ ResSeni:
1. flx,y,z)i=x+y+z H={[x,y,z] c R%: x? +y?+22 <1, x2+y%2+ 2% - 2x <0}
Je vhodné si uvédomit, Ze H je prinik dvou kouli. Druhou podminku z jeji definice
si totiz mGZzeme prepsat jako (x — 1) + y? + z% < 1.

MnoZina H neni kompaktni, tedy se na ni extréma nabyvat nemusi. Nicméné je
omezend, a tedy ma smysl vysetrovat extrémy funkce f na kompaktni mnoziné

H={[x,y,z] e R*: x* +y* +2* <1, x* + y* + z* — 2x < 0}
Funkce f je na ni spojitd, extrému se tam tedy nabyv4, a tedy sta¢i hledat podezrelé

body. Ozna¢me gi(x,y,z) :i= x> + y> + z> =1 a gulx,y,z) 1= x?> = 2x + y*> + 2%, a
spoditejme si gradienty:

2x 2x -2
Vailx,y,z) = | 2y Vaolx,y,z) = 2y
2z 2z

MnoZinu H si rozdélime na &ty ¢dsti. MI¢ky vlastné vyuzivdme Tvrzeni 6 ve verzi
pro maxima.

e int H = H (toto obecné& platit nemusi, ale v tomto konkrétnim pripadé to plati).
Hleddme lokdlni extrémy, tedy potrebujeme gradient

1
Vilx,y,z)= |1
1

Tedy Vf se nule nikdy nerovnd, a tedy na H funkce f Zddny lokdlni (a tedy ani
globdlni) extrém nema.

o [x,y,z] € H: gi(x,y,z) = 0. Tady mdme jednu vazbu, pouzijeme Vétu 1.

- Hleddme nejprve body, kde Vg; = 0, coz je jen bod [0, 0, 0], ale ten nendlezi
do mnoziny {g; = 0} (mnoziny bodd, ve kterych je funkce g; nulova).

- Tedy existuje A takova, ze

1 = A2x,
1 = A2y,
1 =22z.

Zjevné A + 0, tedy x = y = z, a tedy z rovnice g;(x,x,x) = 0 mdme prvni
dvojici podezielg’ich bodi {i%, o+ %, + % . Nicméné jen jeden z nich nalezi
do mnoZiny H, a sice
[ 1 1 1 ]
o [x,y,z] € H: golx,y,z) = 0. Opét jedna vazba, opét Lagrange.

- Hleddme nejprve body, kde Vg, = 0, coz je jen bod [1,0, 0], ale ten nendlezi
do mnoziny {g, = 0}.



- Tedy existuje A takovd, Ze

1= A2x — 2),
1 =12y,
1 = A2z

opét vidime, Ze A + 0, tedy y = z = i A prvni rovnici mizeme podélit
2A, dostaneme i =x —1,tedy y = x — 1. Dosadime x = y + 1 do rovnice
go = 0, dostaneme

tedy mame dalsi dvojici podezielych bodd [ﬂkﬁ, i\/ig, i% , z nichZ jen

jeden je v mnoziné H:

1+vs 1 4
Vi V3 VB

e A koneéné mnozina [x,y,z] € H: gi(x,y,z) = golx,y,z) = 0. Tady mdme
vazby dvé:
- Vg1 a Vg, jsou linedrné zdvislé, neboli:
* Vg =0, pakx =y =z =0, ale g1(0,0,0) = —1 # 0, nebo
x Existuje A tak, Ze Vgy = AV gy, tedy

2)x =2x — 2,
24y =2y,
20z = 2z.

Po tpravé médme
(21 — 2)x = -2,
21 —-2)y =0,
21 —-2)z=0

Z prvni rovnice vidime, ze (24 —2) #+ 0, tedy tim ve druhé a treti rovnici
muzeme podélit a dostaneme y = z = 0. Pak ze vztahti g3 = g, = 0
hraveé zjistime, Ze zde nemdme zaddnd reseni.
- Nebo existuji Ay a Ay tak, ze

1 =20 + 200X — 2Xp = 2(A4 + Ag)x — 2y,

1 =20y + 20y = 2(A + Ao)y,

1=2Mz + 20z =200 + Az,

0=x?+y*+2> -1,

0=x?+y>+2z> - 2x.

Z druhé rovnice je vidét, Ze 2(A; +Ay) # 0, tedy tim miiZeme rovnice podélit,
a tedy y = z. Odeltenim 5. rovnice od 4. dostaneme, 7ze x = % A ze Ctyrté

rovnice tedy



atedy y = i\/g. Mame tedy dvojici podezrelych bodl

A nyni zbyva uz jen dosazent:

f< = 13 13D=\f S < 1.7321,
f< 1;3\f LS,_LS:>_1_ 3= 1< —0.73205,
f<[%\/§ §_>=17247
,«Qé,_\/g_ g) L _0.72474.

Tedy, jelikoz vsechny tyto body nejsou v mnoziné H a diky Tvrzeni 3 vime, Ze funkce
f na H minima ani maxima nenabyva.

S, y) = —xt —y* H = {x? + 292 > 1}. Je vidét, Ze infimum je I = —oo, stadi uvazit

X =y — oo, pak f(x,x) » —oo.

MnoZina neni ani omezend, ani uzavrend, extrému se tedy nabyvat nemusi. Tedy,
abychom mohli vy$etrit jaké bude supremum (nebo snad maximum), tak je tteba si
mnozinu omezit a uzavrit. Je vidét, ze ¢im bliZe jsme k nule, tim vy3si bude hodnota
funkce. Tedy je rozumné zvolit tfeba mnozinu

K:={x*+y* <42, x* + 2y > 1},

coz je jakési ,mezikruzi“. K uz kompaktni je, a tedy funkce f (ktera je spojitd) na
K maxima nabyva. (Minima taky, ale jiZ vime, Ze to je ndm jedno.) Navic

sup f(x,y) = sup f(x,y) = max f(x,y).
[x,y]eH [x.y]eK [x.¥y]eK

Toto je skoro zrejmé, nicméné celé zdivodnéni si Zadda nékolik krokt. V pisemce
toto neni tfeba probirat tak podrobné, ale je fajn si uvédomit, jak by se to formdlné
zd@vodnilo.

o intK = {x*+ y* <42, x?2+2y% > 1} = K, tedy z Tvrzeni 3 plyne, Ze

sup f(x,y) = sup f(x,y). (1)

[x,y]eint K [x,y]eK

[x,y] € H\intK = {x* + y* > 42} = f(x,y) < —42.

Tedy
sup flx,y) < —42.

[x,y]eH\int K

5



e [1,1] € int K, tedy

sup f(xuy) z f(i,i) = —2> —42 = sup f(x'y)' (2)

[x,yleint K [x,y]eH\int K

e H=(H\intK)U (int K). Tedy diky Tvrzeni 6 a (2) médme

sup f(x,;y)=ma><{ sup f(x,y), sup f(x.y)}= sup f(x,y). (3)
[x.y

[xy]eH JeH\int K [x,y]€int K [x,y]eint K

e V poslednim kroku jen ddme dohromady (1) a (3) a dostaneme vysledek. JelikoZ
je K kompakitni a f spojitd, je supremum a maximum to samé.

Pro zjisténi suprema na mnoziné H tedy hleddme maximum na mnoziné K, a body
kde se ho nabyva. Budou-li tyto body v mnoziné H, pak jsme na ni nasli maximum.
Pokud ne, pak se maxima na mnoziné H nenabyvd a mdme jen supremum.

Na vnitfku mnoZiny K funkce extrém nemd, nebot Vf(x,y) = (—4x3, —4y°)7, tedy
Vf =0 pouze kdyz x = y = 0, coz do mnoziny K nendleZi.

Hranice ma dve ¢asti:
o {x*+ y* = 42}. Tam byt maximum nemuiZe, nebot f(1,1) = -2, a pro [x,y] €
{x* + y* = 42} plati, Ze f([x,y]) = —42.

o x? + 2y? = 1. Tedy kone¢né prichdzi na radu Lagreangeovy multiplikatory.
Oznaé¢me g(x,y) := x? + 2y> — 1. Pak Vg(x,y) = (2x,4y)". Tento gradient je
nulovy pouze pro x = y = 0, coZ v mnoziné K neni. Tedy z Véty 1 plyne, Ze

existuje A tak, aby
—4x3\ Iy 2x
—4y5) T \4y)"

Tedy bud je x = 0 (g(x,y) = 0, tedy y = i\%), nebo y = 0 (pak x = +1
nebo mohu vydélit prvni rovnici x, druhou y a dostaneme, Ze 4\ = 2(—4

be

)

4

N —r

=

—4y?. Tedy 2x? = y?, a z rovnice g(x,y) = 0 dostdvdme 4 Fesent: [%, +

1 V2 i
[—\/—3, i\/—g] . Dosazent:

SlS
(o))

JelikoZ body L/% i%} a [—\/ig i%] v mnoziné H nelezi, dostdvdme, Ze maxi-

mum neexistuje a S

I
[

(o)



@ © ’4/'\ ’41 FAJL&; X\I "Q\.AA/Q\.E(

P /Kr,\ \)&3 O\

X &,
AN O s

V- (& Leed\ A o) = Losos

O\P/D 3wy Willyno (Aru ) U Ay
"l e w kg ek



