13. cviceni - Funkce vice proménnych - Extrémy a Nekompaktni mnoziny
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie
Poznamka 1. Necht f je spojita na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).

Poznamka 2. Necht K je neprazdni kompaktni mnozina v metrickém (pod)prostoru X.
Necht navic int K C X. Necht funkce f je spojitd na K a necht existuje x¢ € int K tak, Ze

1€ OKU(X\K) = f@@)> f(wo)  (resp.f(x) < f(z0)).

Pak m4 funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp. max f(K))
a vechny body z € X UK, v nichz je f(x) = min f(K) (resp. f(z) = max f(K)), lezi v int K.

Globalni extrémy:

1. Postupujeme jako u lokdlnich extrému - tim ziskime lokilni maxima nebo minima.
Pokud je funkce diferencovatelna, tak jinde extrémy byt nemohou.

2. Odhadneme limity v krajich defini¢niho oboru. Napf. jak se funkce chovéi na piimkach
y=0,z=0.

3. Pokud to vypada, Ze funkce globalni extrémy nemé (napf. jde nékde do nekonecna),
tak za pomoci limit najdeme bod, ktery mé vyssi hodnotu, nez nase lok. maximum
(minimum analogicky).

4. Pokud to vypadé, ze v mistech lok. extrému jsou i globalni, tak:

(a) Najdeme kompakt, ktery obsahuje tyto podezielé body. Spojita funkce na kom-
paktu musi nabyvat extrémai.

(b) Ukazeme, ze mimo kompakt je funkce mensi nez maximum (a vétsi nez minimum).
Tady pomize vhodné volba kompaktu, znalost limit a néjaké ty obvyklé odhady.

Algoritmus: Extrémy na omezené mnoziné:

1. Je-li mnozina uzaviené, tak odivodnime, Ze spojitd funkce na kpt. nabyva extrémy.
2. Extrémy mohou byt:
(a) na vnitfku mnoziny jen v mistech s nulovymi derivacemi (jejich typ nevySetiujeme,
pokud na to nejsme piimo tézani);
(b) v bodech vnitiku, kde neexistuje derivace;
(c) na hranici: hrani¢ni kiivky (nebo plochy) - obvykle lze dosadit a vyraz zjednodusit.
(d) na hranici hranice: krajni body, hroty trojihelniku atp.
3. Vsechny podezielé body sepiSeme a porovnédme jejich funkéni hodnoty. Vybereme max-
imum a minimum.

4. Pokud mnozina neni uzaviené, tak ji prve uzavieme a vysSetiime jako kompakt. Pokud
je extrém na jeji hranici (mimo mnozinu), tak funkce tento extrém nemé - ale bude to
jeji sup/inf.
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Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkci (nebo supremum a infimum):
(a) flz,y) =2° = 3zy +y°, M = [0,00).

Hint: = >3,y < 3: f(z,y) > 2° — 32y > 22(3 —y) >0
Hint: >3,y > 3: f(z,y) > 3(2®> —2y +y*) =3((x —y)® +xy) <0

(b) fla,y) = (2 +y*)e T+
Hint: Jak se chova funkce te™t?
(¢) flx,y) = (a® +Ty?)e ™"
Hint: Lze se n&jakymi odhady dostat k funkci te™*?

4y 27 9
(@) fay) =30+ Y+ 25 M= (0,00)

() flw,y) = (x+y+2)e” ") na M = (0,00)°
(f) f(z,y) = (Tx+10y)e " Y, >0,y > 0.
2. Najdéte globélni extrémy funkei (nebo supremum a infimum):

(a) f(z,y) =sinz +siny, M = {[v,y] € R?: 22 + 2 < 72/4}

(b) f(z,y,z) =sinzsinysinz, M = {[z,y,z] e R¥: 2 +y+2=5,2>0,y >0,z > 0}
(c) flo,y) =2 —y+22, M ={[z,y,2] ER3: 2?2 + 92 + 22 =2, 2% + 22 <y}

(d) fz,y) =2z +y+2z, M ={lz,y,2] ER?: 22 +y? + 22 < 1,22 + ¢y + 22 — 22 < 0}
(e) f(z,y) = -2t —y*, M = {[z,y] € R?: 22 + 2> > 1}

3. Ukazte, ze konec¢né sjednoceni ridkych mnozin je fidkd mnozina. Je to pravda pro
spocetna sjednoceni?
Mnozina A C X je ¥idka v (X, p), jestlize X \ A je husta v X.
Mnozina B C X je husta v (X, p), jestlize B = X.
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