






pro hodnotu λ = λ3 = λ4 = −1.
Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L�� =

�
Lxx Lxy

Lyx Lyy

�
=

�
2 + 2λ 0
0 2λ

�
.

Dosad́ıme do L�� stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −1

2
, L��(x∗

1) =

�
1 0
0 −1

�
, λ2 =

1

2
, L��(x∗

2) =

�
3 0
0 1

�
,

λ3 = λ4 = −1, L��(x∗
3) = L��(x∗

4) =

�
0 0
0 −2

�
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Nejdř́ıve vyšetř́ıme body
x∗1 = [0, 1] a x∗

2 = [0,−1]. Dostáváme G(x∗
1) = (0, 2) = −G(x∗

2) a

�G(x∗
1), h� = 2h2 = 0 ⇒ h2 = 0, tj. h = (t, 0), t ∈ R.

Pro x∗
2 má h splňuj́ıćı podmı́nku (9.3) stejný tvar. Tedy

�L��(x∗
1)h, h� = (t, 0)

�
1 0
0 −1

� �
t

0

�
= t2 > 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
1 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Podobně pro bod x∗
2.

�L��(x∗
2)h, h� = (t, 0)

�
3 0
0 1

� �
t

0

�
= 3t2 > 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
2 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Dále vyšetř́ıme bod x∗
3 = [

√
3

2
, 1

2
]. Dostáváme G(x∗

3) = (
√

3, 1) a

�G(x∗
3), h� =

√
3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 = −

√
3h1, tj. h =

�
t,−

√
3t

�
, t ∈ R.

Tedy

�L��(x∗
3)h, h� =

�
t,−

√
3t

� �
0 0
0 −2

� �
t

−
√

3t

�
= −6t2 < 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
3 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

Podobně pro bod x∗
4 = [−

√
3

2
, 1

2
]. G(x∗

4) = (−
√

3, 1) a

�G(x∗
4), h� =

√
3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 =

√
3h1, tj. h =

�
t,
√

3t
�
, t ∈ R.
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Tedy

�L��(x∗
4)h, h� =

�
t,
√

3t
� �

0 0
0 −2

� �
t√
3t

�
= −6t2 < 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
4 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

2) Jiný zp̊usob řešeńı úlohy spoč́ıvá v jednoznačném vyjádřeńı proměnné y
z vazby g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, tj. y = ±

√
1− x2. Úloha se tedy rozpadá

na dvě části.
(1) Budeme uvažovat y =

√
1− x2. Tento vztah dosad́ıme do zadané funkce

f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,
√

1− x2) = x2 +
√

1− x2.

Nyńı hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F �(x) = 2x− x√
1− x2

= 0 ⇒ x1 = 0, x2 =

√
3

2
, x3 = −

√
3

2
.

Do druhé derivace

F ��(x) = 2− 1√
1− x2

− x2

�
(1− x2)3

= 2− 1�
(1− x2)3

postupně dosad́ıme stacionárńı body. Tedy dostáváme

x1 = 0 ⇒ F ��(0) = 1 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

→ dopočteme y = 1 ⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

x2 =

√
3

2
⇒ F ��(

√
3

2
) = −6 < 0 ⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum,

x3 = −
√

3

2
⇒ F ��(−

√
3

2
) = −6 < 0 ⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [−

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum.

(2) Budeme uvažovat y = −
√

1− x2. Vztah dosad́ıme do zadané funkce
f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,−
√

1− x2) = x2 −
√

1− x2.

88



Hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F �(x) = 2x +
x√

1− x2
= 0 ⇒ x

�
2 +

1√
1− x2

�
= 0 ⇒ x4 = 0.

Do druhé derivace

F ��(x) = 2 +
1√

1− x2
+

x2

�
(1− x2)3

= 2 +
1�

(1− x2)3

dosad́ıme za x bod x4 = 0. Dostáváme F ��(0) = 1 > 0, tedy jedná se o lokálńı
minimum. Dopočteme y = −1. Odtud zadaná funkce f má v bodě [0,−1]
vázané lokálńı minimum.

3) Daľśı možnost́ı jak úlohu řešit je pomoćı parametrizace. Vazba je jednot-
ková kružnice, tud́ıž můžeme pro parametrizaci použ́ıt polárńı souřadnice s
poloměrem r = 1, pak x = cos t, y = sin t pro t ∈ (0, 2π]. Polárńı souřadnice
dosad́ıme do zadané funkce f a dostaneme funkci jedné proměnné

F (t) = f(cos t, sin t) = cos2 t + sin t.

Ve výpočtu pokračujeme dál jako při hledáńı extrémů funkce jedné proměnné.

F � = −2 cos t sin t + cos t = 0 ⇒ cos t = 0 ∨ sin t =
1

2
.

Z prvńı rovnosti cos t = 0 dostáváme stacionárńı body t 1 = π
2
, t2 = 3π

2
.

Z druhé rovnosti sin t = 1
2

máme stacionárńı body t3 = π
6
, t4 = 5π

6
. Tyto

body nyńı dosad́ıme do druhé derivace

F ��(t) = 2 sin2 t− 2 cos2 t− sin t.

Tedy v bodě

t1 =
π

2
⇒ F ��(t1) = 1 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ F ��(t2) = 3 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ F ��(t3) = −3

2
< 0 ⇒ lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ F ��(t3) = −3

2
< 0 ⇒ lokálńı maximum.
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Parametrizaćı se vrát́ıme zpět k proměnným x, y a dostáváme

t1 =
π

2
⇒ x = cos t1 = 0, y = sin t1 = 1,

⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ x = cos t2 = 0, y = sin t2 = −1,

⇒ [0,−1] vázané lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ x = cos t3 =

√
3

2
, y = sin t3 =

1

2
,

⇒
�√

3

2
,
1

2

�
vázané lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ x = cos t4 = −

√
3

2
, y = sin t4 =

1

2
,

⇒
�
−
√

3

2
,
1

2

�
vázané lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − y + 3z na
množině určené rovnićı x2 + y2 + 4z2 = 4.

Řešeńı. Př́ıklad budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y, z) = x2 + y2 + 4z2 − 4 = 0. Hodnost matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g

∂y
, ∂g

∂z
) =

(2x, 2y, 8z) je r̊uzná od 1 pouze v nulovém bodě, který však nevyhovuje va-
zebné podmı́nce. Ṕı̌seme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z,λ) = x− y + 3z + λ(x2 + y2 + 4z2 − 4).

Spočteme derivace a polož́ıme je rovny nule,

Lx = 1 + 2xλ = 0 ⇒ x = − 1

2λ

Ly = −1 + 2yλ = 0 ⇒ y =
1

2λ

Lz = 3 + 8zλ = 0 ⇒ z = − 3

8λ
.

Vyjádřené x, y, z dosad́ıme do rovnice vazby x 2 + y2 + 4z2 = 4 a dostáváme
λ = ±

√
17
8

, tj. λ1 =
√

17
8

, λ2 = −
√

17
8

. Tomu odpov́ıdaj́ı stacionárńı body
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Bonusové př́ıklady

6. Farmář a fařmářka maj́ı 100 m pletiva a rádi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby
měl co největš́ı plochu. Trvaj́ı na tom, že pozemek bude mı́t tvar obdélńıku. Ježto
je u řeky, stač́ı jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadáńı za pomoci Lagrangeových
multiplikátor̊u?

(a) f(x, y) = xy, g(x, y) = 2x+ y − 100

(b) f(x, y) = 2x+ 2y − 100, g(x, y) = xy

(c) f(x, y) = xy, g(x, y) = x+ y − 100

(d) f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy − 100

Figure 1: https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-worst-episodes-imdb/

7. Ve kterém z bod̊u A, B, C, D se nacháźı
minimum funkce f(x, y) = y vzhledem
ke křivce na obrázku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml
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