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f 2
A X4 1Y4)
Reseni. Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezdporna a nuly nabyva pouze v bodé (0,1), kde tedy nabyva
globalntho minima. Pojd me nicméné vy3etit existenci extrémii standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?.
Parcidlni derivace

of af
= = — =2(y—1
ax 2 dy y-1)
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totdIni diferencidl. Jediné body podezfelé z lokdlnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou ob& parcidlni derivace nulové. V jingch bodech funkce f nemtiZe mit extrém. ReSenim rovnic
2x:D, Z(y—]):[]

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1), kde, jak uZ jsme zminili funkce zfejmé nabyva globalniho minima.
Nemusime tedy vySetfovat definitnost matice druhého diferencidlu (navic bychom tak dostali pouze informaci, Ze jde o
lokalni minimum). )

45:; |[Oloha 164, f(x,y) = 2 — (y—1)2

\ %
=y Regeni. Funkce f je definovéna na R?. Parcialni derivace
of _ of _
g—Zx, 5——2(3‘—])

jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totalni diferencidl. Jediné body podezielé z lokélnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemiiZe mit extrém. Re§enim rovnic

=0, -2(y-1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tiloze neni automaticky vidét, zda se v tomto bodé
nabyvé extrému. VySetfime tedy definitnost matice druhého diferencidlu, tj. matici

(£ %)

Urteme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

.. 8. . HBf  RE.
axz 7 a7 dyox ~ oxdy

Matice druhého diferencidlu (v bodé (0,1)) m4 tedy tvar

(5 %)

ajeji hlavni determinanty jsou Dy = 2 > 0, D, = —4 < 0. ProtoZe druhy hlavni determinant (tedy determinant celé matice)
je zdporny, je matice druhého diferencidlu indefitni, extrému se tedy v bodé (0, 1) nenabyva. Funkce f tedy v Zddném bodé
nema lokéIni extrém.” 0

Uloha 1.65. f(x,y) = (x —y+1)?

Resent. Je vidét, Ze funkce f je nezdporna. Ve vsech bodech piimky x — y +1 = 0 tedy nabyva globalntho minima.
PfesvédEime se, Ze jiné extrémy funkce f nemd. Parcidlni derivace jsou

o - o _ o(x-

So=2x-y+1), = -20x-y+1).
Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné pfimky. V jinych bodech se tedy extrému ne-
nabyva. O

UlohaL66. f(x,y) =x* —xy+y* —2x+y

Reseni. Funkce f je definovana na R2. Jeji parcialni derivace jsou

- of _
5}—2x—y~2, a_y_ x+2y+1.

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy
2x-y-2 = 0
-x+2y+1 = 0.

%) Ulohu lze opét fesit i pomoci ivah. Pokud x # 0, pak malym zvétSenfm absolutni hodnoty x se funkéni hodnota f zvétsi, zmensenim
zmensi, takZe v bodech, kde x # 0 se nemtZe nabyvat extrému. Z podobného dtivodu nepfichazi z hlediska extrému jind moZnost, nez
¥ = 1. Nicmeéné ani v bodé (0, 1) se nemfize nabyvat extrému. Malym posunem hodnoty y se funkce f dostane do zapornych, zatimco
malym posunem hodnoty x do kladnych hodnot.



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.2

Jf:} Piiklad 6.1.2. Urcete lokaln{ extrémy funkce

Dty =T+ Y.

Reseni: Funkce je definovand na celém R2.

1. Uréime parcialni derivace prvého fadu:

% = e":'”z‘?"2(—2:1:)(23;2 +T)+ e~ Vor — -2:1".0”2‘3‘2(23;2 it — T
ﬁ _ epdag®r e B 2 . —zPeyPro.2 | 2
9 =g (=2y)(2y~ + ) +e 4y = —2ye (2y° + 2 — 2).
—— : .. . OFf af
2. Parcialni derivace polozime rovny nule, tj. 3z = 0, 5{; = 0. Dostaneme

tak rovnice pro stacionarni body funkece f,

—2xe~ ="V (2% + 22 — 1) = 0,

2y V(2% + 2% — 2) = 0.

. * rd Id - - # pa—" 2_ -2 . o = L
3. Rovnice pro stacionarni body vytesime. Vyraz e =¥ je vzdy ruzny od nuly

pro libovolné z, y, mizeme jim proto obé rovnice vykratit,

z(2y: +22-1) =0,

y(2y +22-2) =0.

el
ol * ok



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Polozime-li v prvni rovnici z = 0, dostavame ze druhé rovnice y(2y? — 2) = 0
fesen{ y = 0, y = +1. Ziskali jsem tii staciondrnf body A; = [0,0], Ay = [0,1] a
As = [0,—1].

Polozime-li ve druhé rovnici y = 0, pak z prvn{ rovnice z(z? — 1) = 0 plyne
feseni ve tvaru z = 0, z = %1. Staciondrn{ bod A; = [0,0] jsme jiz vypocitali,
takze na zdkladé predpokladu y = 0 jsme ziskali dva nové staciondrni body, bod
A1, 0s ds =L, 10

Zbyva jestée provérit moznost, ze x # 0, y # 0. V tomto pfipadé FeSime

soustavu

A +2°—1=0,

2% 44? — 2=,

Jestlize obé rovnice od sebe odeéteme, dostavame rovnici 1 = 0, toto ale ne-
plati pro zadné z, y. Soustava nemé za tohoto predpokladu feseni. Zadny novy
staciondrni bod jsme neziskali.

Shrneme-li krok 3, vysledkem nasi snahy bylo uréeni péti staciondrnich bodu:
A =(0,0], 4, =[0,1], As = [0, -1], As = [1,0], 45 = [-1,0].

4. Uréime matici parcidlnich derivaci druhého réadu.

f &F
Oxz?  Ozdy
&= 7|, kd
dydx  dy*’
a2
g_z = (-2 + 42 (2% + 2 — 1) — 42?)e~=" "V,
H
a2
;rgy = dzye™™ V' (2y? + 2% - 3),
2 .
a(;gx = daye ™ V(2" + 27 - 3),
azf 2 2 i 9 _Ig_ 2

T I
- * oy



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

5. Do matice parcidlnich derivaci postupné dosadime staciondrni body (tzn.

z-ovou soufadnici staciondrniho bodu dosadime za promeénou z, y-ovou za y).

_ 2 0 -2 0 -2.0
QA1) = VQ(A2) = yQ(As3) = ' :
0 4 0o -3 0 -2
1 g 1
Q(A4) = o ].Q(4s) =
0 2 Qg 2
6. Urcime hodnoty Dy, D> a rozhodneme o charakteru extrémau.
Stac. bod A, D, D, extrém z = f(A;)
A; =[0,0] 2>0 & >0 | ostré lokdlni minimum z = 0
A;=100,1 |—-2<0| ¥ >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
Ag=1[0,-1] | -2 <0| ¥ >0 |ostré lokdlnf maximum z = 2
Ay =[1,0] —3 | =& <0 extrém neexistuje
As=[-1,0 | -2<0|-% <0 extrém neexistuje

V bodé A; mé funkce f ostré lokdlni minimum. V bodech A, A3 md funkce

f ostra lokdlni maxima. V bodech A4, A5 funkee f extrém neméd, Obr. 6.1.3.

Obr. 6.1.3

- L
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1. Posuzujme nejprve body na ose x s v¥jimkou poédtku. Na prstencovém okoli libovolného takového bodu osy x nabyvé x?
nezapornych hodnot a pro xy # 6 je pro dostatefng malé okoli bodu (xp, 0) hodnota vyrazu (6 — x — y) bud stdle nekladna
nebo stile nezdpornd (imto okolim miiZe byt napf. dvojinterval (xp — e/4,xp +¢/4) x (—¢/4,¢/4), kde e = |xy — 6]).
Ovéem na libovolném prstencovém okoli bodu (xp, 0) nab)’fvé yﬂ kladnj/ch 1 zépom)’zch hodnot, coz implikuje ze f nabyvé
pro xp # 0a xy # 6 na n&akém okoli bodu (xp, 0) kladnych i zdpornych hodnot, nemiize tedy mit v tomto bodé lokalni
extrém, nebof hodnota funkce f je v tomto bodé samozfejmé nula. Je-li xy = 6, nabyvéa funkce f kladnych hodnot na
Jtsecee” {xp} x (0,1) a zdpornych na ,isecce” {xp} x (—1,0), opét tedy na kazdém okoli bodu (6,0) nabyva kladnych i
zapornych hodnot. Ani v bodé (6,0) tedy nenf extrém.

2. Podobné nahlédneme, Ze funkce f nenabyva extrému v pogatku, nebof nabyva kladnych hodnot na mnoziné {0} x (0,1)
a zdpornych na mnoZziné {0} x (—1,0).

3. VySetfujme nyni extrémy funkce f ve zbylych bodech osy y. Opét, jestliZe yp # 6 a yp # 0, potom existuje okoli bodu
(0, y0) takové, Ze hodnota vyrazu 6 — x — i je na ném nekladna nebo nezdporna (timto okolim mtiZe byt nap¥. dvojinterval
(—&/4,+e/4) x (yo — /4, y0 + €/4), kde € = |yp — 6|). Stejné tak existuje okoli bodu (0, yp), kde je stale nekladny nebo
nezéporny vyraz y> (posloui libovolny krouZek, ktery neprotind pocatek). A protoZe koneéné x? je nezdporné &slo na
R? a prinik dvou okoli je okoli, dostdvame, Ze existuje okoli bodu (0, yp), kde funkce f nabyva pouze nekladngch nebo
nezdpornych hodnot.

Navic o tom, zda jsou tyto hodnoty nekladné nebo nezéporné, rozhoduje ziejmé znaménko vyrazu y>(6 — x — y). Je-li x
velmi malé a y # 6, je znaménko vyrazu (6 — x — y) stejné jako znaménko vyrazu (6 — y), tedy o znaménku f rozhoduje
hodnota vyrazu (6 — y), kterd je samozfejmé kladna pro y € (0,6) a zaporn4 jindy. Z pfedchozich tvah vyplyva, Ze
hodnoty funkce f na n&akém okoli bodu (0,yp) pro yp € (0,6) jsou nezdporné, a tedy funkce f ma v téchto bodech
(neostré) lokdlni minimum. Naopak, hodnoty funkce f na n&akém okoli bodu (0,yp) pro yo € (9,0) U (6, +00) jsou
nekladné, a tedy funkce f ma v téchto bodech (neostré) lokdlni maximum.

4. Zbyva vysetfit posledni bod (0, 6). Funkce f zde lokalni extrém nema. Jeji hodnota v tomto bodé je nulova, pfitom na
useéce (—1,0) x {6} nabyva f kladnych hodnot a na tseéce (0,1) x {6} zapornych hodnot. Na libovolném okoli bodu
(0,6) tedy funkce nabyva hodnot vétsich i mengich, neZ je hodnota funkce f v bodé (0,6). O

4’01 JU Uloha 168. f(x,y) = x> +13 — 3xy

Reseni. Funkce f je definovana na R%. Spottéme jeji parcilni derivace. Méme

o =i ¥ =GR
= =3 -3y, ay_syz 3%

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

3x? — 3y
-3 =

Kracenim trojek, vyjadfenim y = x2z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme rovnici
x*—x=0,

kters ma vzhledem k rozkladu x* — x = x(x® — 1) = x(x — 1)(x? + x + 1) dvé fefeni, x; = 0a x; = 1. Témto dvéma

feSenim pfislusi fedeni ﬂig_iﬁ_z__l'

Druhé parcidlni derivace jsou
R B F_Pf_

ax2 % a2 Yr aydx  dxdy
Matice druhého diferencidlu v prvnim stacionarnim bedé (1,1) je tedy

6 -3

-3 6
hlavni subdeterminanty jsou Dy = 6 > 0, D2 = 36 — 9 = 27 > 0, matice je tedy pozitivné definitni a v bodé (1,1) ma tedy
funkce f lokdlni minimum f(1,1) = —1.

Matice druhého diferencidlu ve druhém staciondrnim bodé (0,0) je oviem

(5 %)

je tedy indefinitni, funkce f v bodé (0,0) tedy nenabyvd extrému. O

Uloha 1.69. f(x,y) = x* 4+ y* — x2 — 2xy —y?
Resenf. Funkce f je definovdna na R?. Spoétéme jeji parcidlni derivace. Mame

o _ 4 2x- o a2y
T =4y’ —2x -2y, 5 =4y° -2y —2x
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Matice druhého diferencidlu je tedy
24x2 -2 0
( 0 124 — 4 )
coZ je diagondlni matice. Posoudit definitnost je tedy snazsi pfimo z hodnot na diagonéle. Pokud jsou obé hodnoty kladné,
je matice pozitivné definitni, coZ je pfipad étyf bodu (fc%,il) - v nich md tedy funkce f lokdlni minimum. V bodé (0,0)
jsou ob& hodnoty zdporné, matice je tedy negativné definitnf a v bod (0, 0) ma tedy funkce f lokélni maximum. Ve zbylych
¢tyfech bodech je jedna hodnota na diagonale kladna a druhd zaporna, matice je tedy indefinitni a extrému v daném bodé
se nenabyva. 0

Uloha 1.71. f(x,y) = xy + S—f- + %,x}i},y>0‘

Regeni. Funkce f je dle zaddni definovana na prvnim kvadrantu. Spoétéme jeji parcidlni derivace. Mdme
of 50 of 20

— e Y —

ox YT oy ¥

Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

50
y-—3 = 0
x—% = 0.

Yy

Z prvni rovnice mame, ze y = %’é, dosazenim do druhé a pfendsobenim jmenovatelem ziskdme rovnici

20 4
X = @x =0.
sew w e 3/ 502 3 s : 3 . P P T
Jeji feSenijsou x; = 0a x2 = {/ 37 = V125 = 5. Prvni fefenf oviem nemiiZze byt &asti feSen celé soustavy. Odpovidajici
hodnotou pro druhy kofen je y» = 3¢ = 2. Funkce f mé tedy (v prvnim kvadrantu) jediny stacionarni bod (5,2).
Druhé parcidlni derivace jsou
i R S T A N
9x2 ¥ oy P’ dyox  oxdy
Matice druhého diferencidlu v bodé (5, 2) je tedy
4
5 ]
()

hlavni subdeterminanty jsou D; = # > 0aD; =4 —1 = 3 > 0, matice je tedy pozitivng definitni a funkce f m4 tudfz v

bodé (5,2) (ostré) lokdIni minimum f(5,2) = 30. ]
2 2

Uloha L72. f(x,y) = xy{/1— z—z - yb‘—z, kdea >0,b> 0.

Reseni. DOPLNIT m]
by+c¢

Uloha 1.73. f(x,y) = _a_:c+—_’ kde a® + b% +c% # 0.

Reseni. DOPLNIT O

Uloha L74. f(x,y) =1—/x2 42

Reseni. DOPLNIT O

Uloha L.75. f(x,y) = e (8x% — 6xy + 3y?)

Reseni. Funkce f je dle zad4ni definovana na IR2. Spottéme jeji parcidlni derivace. Mdme

% = 2623 (8x% — 6xy + 3y?) + €23 (16x — 6y) = 2T (1622 + 16x — 12xy + 6> — 6y),

% = 3% (832 — 6xy + 3y?) + e (—6x + 6y) = ¥ (24x% — 18xy + 9y* — 61 + 6y).
Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je FeSenim soustavy

23 (16x% 4 16x — 12xy 4+ 6> —6y) =
H(24x2 — 18xy +9y* —6x +6y) = 0.
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Reseni. Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezdporna a nuly nabyva pouze v bodé (0,1), kde tedy nabyva
globalntho minima. Pojd me nicméné vy3etit existenci extrémii standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?.
Parcidlni derivace

2 B csliinge
5= 5,21

jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totdIni diferencidl. Jediné body podezfelé z lokdlnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou ob& parcidlni derivace nulové. V jingch bodech funkce f nemtiZe mit extrém. ReSenim rovnic

2x =0, 2y-1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1), kde, jak uZ jsme zminili funkce zfejmé nabyva globalniho minima.
Nemusime tedy vySetfovat definitnost matice druhého diferencidlu (navic bychom tak dostali pouze informaci, Ze jde o
lokalni minimum). )

|Uloha Le4. flxy) =x2—(y-1)
Regeni. Funkce f je definovéna na R?. Parcialni derivace

U=

of _
ox

dy
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totalni diferencidl. Jediné body podezielé z lokélnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemiiZe mit extrém. Re§enim rovnic

x!

-2(y—1)

=0, -2(y-1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tiloze neni automaticky vidét, zda se v tomto bodé
nabyvé extrému. VySetfime tedy definitnost matice druhého diferencidlu, tj. matici

(£ %)

Urteme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

.. 8. . HBf  RE.
axz 7 a7 dyox ~ oxdy

Matice druhého diferencidlu (v bodé (0,1)) m4 tedy tvar

(5 %)

ajeji hlavni determinanty jsou Dy = 2 > 0, D, = —4 < 0. ProtoZe druhy hlavni determinant (tedy determinant celé matice)
je zdporny, je matice druhého diferencidlu indefitni, extrému se tedy v bodé (0, 1) nenabyva. Funkce f tedy v Zddném bodé
nema lokéIni extrém.” 0

Uloha 1.65. f(x,y) = (x —y+1)?

Resent. Je vidét, Ze funkce f je nezdporna. Ve vsech bodech piimky x — y +1 = 0 tedy nabyva globalntho minima.
PfesvédEime se, Ze jiné extrémy funkce f nemd. Parcidlni derivace jsou

o - o _ o(x-

So=2x-y+1), = -20x-y+1).
Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné pfimky. V jinych bodech se tedy extrému ne-
nabyva. O

UlohaL66. f(x,y) =x* —xy+y* —2x+y

Reseni. Funkce f je definovana na R2. Jeji parcialni derivace jsou

- of _
5}—2x—y~2, a_y_ x+2y+1.

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy
2x-y-2 = 0
-x+2y+1 = 0.

%) Ulohu lze opét fesit i pomoci ivah. Pokud x # 0, pak malym zvétSenfm absolutni hodnoty x se funkéni hodnota f zvétsi, zmensenim
zmensi, takZe v bodech, kde x # 0 se nemtZe nabyvat extrému. Z podobného dtivodu nepfichazi z hlediska extrému jind moZnost, nez
¥ = 1. Nicmeéné ani v bodé (0, 1) se nemfize nabyvat extrému. Malym posunem hodnoty y se funkce f dostane do zapornych, zatimco
malym posunem hodnoty x do kladnych hodnot.



Resenim této rovnice jsou hodnoty z; = 0 a zo = 2. Dosadime-li ziskané
hodnoty do rovnice x? — 2y = 0, abychom vypocetli y-ové soutadnice sta-
cionarnich bodu, dostavame y; = 0, y, = 2. Zkoumand funkce ma tedy dva
stacionarni body B; = [0,0], B, = [2,2].

Nyni pfistoupime ke zkouméni charakteru bodi By, By a k tomu je za-
potiebi vypocitat parcidlni derivace druhého fadu. Obdrzime

Foz =0, fay = —6 a fyy = 6y.

Protoze f3;(0,0) - f,,(0.0) — [fzy(0,0)]> = =36 < 0, vidime, Ze bod B; je
sedlovym bodem funkce f(z,y).

Analogickym postupem ze vztahu f3,(2,2)- fy,(2,2) — [fy(2, 2)]* = 108 >
0 a fe(2,2) = 12 > 0 dostavame, ze bod B, je bodem lokdlnftho minima
funkce f(z,y).

Priklad 8.11. Najdéte lokélni extrémy funkce tif proménnych dané vztahem
f(z,y,2) = 2% + 3 + 23 — 3(zy + z2).

Reseni. Vyjdeme opét z parcialnich derivaci finkce f (z,y, z), které maji tvar
fz=32% -3y — 3z, fy, =372 —-3z a f.=382"—32.

Polozime-li obdrzené parcialni derivace rovny nule, dostavame soustavu rov-
nic

Déle lze dosadit y? za = do prvnf a tieti rovnice, coz dava vztahy

y'—y—z=0
2 -y =0.
Z rovnosti 22 = y* mdme z = y nebo z = —y.

Uvazujme nejprve piipad z = y. Dosadime-li za z do rovnice 1

dostavame

—y—z=0,

y(y* —2)=0.

Z obdrzeného vztahu vyplyva, 7e y; = 0 nebo y, = v/2. Déle ihned vidime ze
témto hodnotdm odpovidaji hodnoty proménné z ve tvaru z; = 0, zo = /2.

75



r Z rovnosti x = 22 pak vypocteme z; = 0 a 7, = /4. Obdrzeli jsme tedy dva
staciondrni body

B, =[0,0,0] a B,=[v4,2,V2]

VysSetiime-li nyni pfipad z = —y, dostdvdme po dosazeni za proménnou
z do rovnice y* — y — z = 0 rovnost y* = 0, coz ndm déva kofen y3 = 0. Pak
ale také z3 = 0 a x3 = 0. V tomto piipadé jsme tedy neobdrzeli Zadny dalsf
stacionarni bod, ktery by byl ruzny od bodu By a Bs.

Pro parcidlni derivace druhého fadu dostaneme

fx.r = bz, fyy = 6y, fzz = 6z, fry = -3, f:cz = -3, fyz = (.

Chceme-li nyni vySetfit kvadratickou formu, kterou predstavuje diferencidl
druhého Tadu, pracujeme vlastné s determinantem

6z —3 -3
D=(-3 6y 0
-3 0 Bz

Uvazujeme-li bod By = [0, 0, 0], dostaneme

0 =3 =3
D=(-3 0 0
-3 0 0
o g ;i 0 =3]|. . T i g
Thned vidime, ze hlavni minor D, = _3 ( |Jezdporny, coz znamend, ze

pfislusna kvadraticka forma je indefinitni a pocatek je tedy sedlovym bodem
funkce f(z,y, z).
V bodé By = [V/4, /2, ¥/2] mame

g4 -8 -3
D=| -3 6¥2 0
-3 0 6v2
a vidime, ze D; = 64 > 0,D3 =36-2—9> 0, Dy = 216/16 — 1082 > 0.

Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni a bod B, je v dusledku toho
bodem lokalniho minima funkce f(z,y, 2).
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@ 370 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych
a_

Ptiklad 3.5.9.

Urcete lokdIni extrémy funkce

f(x,y,2) = x>+ y* + 22 + 12xy + 2z

Regeni. Nejdiive vypotteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu
felx,y,z) =32 +12y =0 & f(xyz)=2y+12x=0 & f.(x,y,z)=2z+2=0.

Z posledni rovnice dostdvdme z = —1, zatimco odectenim Sestindsobku druhé rovnice
od prvni rovnice obdrZime x? — 24x = x(x — 24) = 0. TakZe mame dva stacionarni body
[0,0, —1] a [24, —144, —1]. ProtoZe parcidlni derivace f.(x,y,z), f,(x,y,2z) a fz(x,y,z) exis-
tuji pro vSechny body [x,y,z] € R?, jsou nalezené body jedinymi kandidaty na lokalni ex-
trémy. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém z nich nastédvéa lokalni
extrém (a pfipadné urc¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého fadu jsou

fax(x,y,2) =6x,  fo(x,y,2) =12, fr(x,y,2) =0,
fyy(X,y,Z) =2, fyZ(xzy/Z) =0, fazlxyz) =2

V bodé [0,0, —1] mame tedy Hessovu matici

0 12 0
V2£(0,0,-1)= |12 2 0],
0 0 2

kterd je indefinitni (vyzkousejte nap¥. vektory (1,1, 0)"a(1,-1,0)"), {j. v bodé [0,0, —1]
nenastava extrém.
V bodé [24, —144, —1] médme Hessovu matici

‘L"\“\’\\A"\‘\)‘ 144 12 0

ViiGe—=|12 2 0],
0 0 2

kterd je pozitivné definitni. TakZe funkce f ma v bodé [24, —144, —1] lokdIni minimum
s hodnotou f(24, —144, —1) = —6913. A
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Resenim této rovnice jsou hodnoty z; = 0 a x5 = 2. Dosadime-li ziskané
hodnoty do rovnice 22 — 2y = 0, abychom vypocetli y-ové soufadnice sta-
cionarnich bodt, dostavame y; = 0,y = 2. Zkoumana funkce ma tedy dva
staciondrni body By = [0,0], By = [2,2].

Nyni pristoupime ke zkoumani charakteru bodu B, By a k tomu je za-
potiebi vypocitat parcidlni derivace druhého radu. Obdrzime

f:m:6xa fa:y:_6 a fyy:6y'

Protoze f.2(0,0) - f,,(0.0) — [f,(0,0)]> = =36 < 0, vidime, ze bod B; je
sedlovym bodem funkce f(x,y).

Analogickym postupem ze vztaht f,.(2,2)- fy,(2,2)—[fzy(2,2)]* = 108 >
0 a f:(2,2) = 12 > 0 dostdvdme, ze bod Bj je bodem lokdlntho minima
funkce f(z,y).

Piiklad 8.11. Najdéte lokalni extrémy funkce ti proménnych dané vztahem
fl@,y,2) = 2° +y* + 2% = 3(ay + 22).

Reseni. Vyjdeme opét z parcidlnich derivaci finkce f(z,y, 2), které majf tvar
fo = 32* — 3y — 32, fy=3y*— 3z a f.=32*— 3.

Polozime-li obdrzené parcialni derivace rovny nule, dostavame soustavu rov-
nic
2 —
*—y—2=0

v —x=0
22— =0.

Déle lze dosadit y2 za = do prvn{ a tieti rovnice, coz davd vztahy

y'—y—2=0
22 —y?=0.
7Z rovnosti 22 = y? mame z = y nebo z = —v.

Uvazujme nejprve piipad z = 3. Dosadime-li za z do rovnice y *—y—z = 0,
dostdvame
y(y® —2)=0.

7 obdrzeného vztahu vyplyva, ze 4, = 0 nebo y, = /2. Déle ihned vidime ze
téemto hodnotdm odpovidaji hodnoty proménné z ve tvaru z; = 0,20 = v/2.

1)



7 rovnosti & = 22 pak vypotteme x; = 0 a x5 = /4. Obdrzeli jsme tedy dva
stacionarni body

By =1[0,0,0] a B,=[V4,V2,V2.

Vysettime-li nyni pripad z = —y, dostavame po dosazeni za proménnou
2 do rovnice y* —y — z = 0 rovnost y* = 0, coz nam d4vd koien y3 = 0. Pak
ale také z3 = 0 a z3 = 0. V tomto piipadé jsme tedy neobdrzeli zddny dalsi
stacionarni bod, ktery by byl ruzny od bodu B, a Bs.

Pro parcialni derivace druhého fadu dostaneme

Jow = b, fyy = 6y, f.. = 62, fzy = =3, fuz = _37fyz =0.

Chceme-li nyni vysettit kvadratickou formu, kterou predstavuje diferencial
druhého tadu, pracujeme vlastné s determinantem

6x —3 —3
D=|-3 6y 0
-3 0 62

Uvazujeme-li bod B; = (0,0, 0], dostaneme

0 -3 -3
D=}-3 0 0
-3 0 0

0

Ihned vidime, ze hlavni minor D, = je zaporny, coz znamena, ze

-3 0
prislusna kvadraticka forma je indefinitni a pocatek je tedy sedlovym bodem

funkce f(z,y, z).
V bodé By = [V/4, v/2, /2] mame

654 -3 =3
D=| =3 62 0
3 0 6Y2

a vidime, ze D; = 6v/4 > 0,D5 =36-2—9 > 0, D5 = 216/16 — 108+/2 > 0.

Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni a bod By je v dusledku toho
bodem lokalniho minima funkce f(x,y, 2).
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fxy(x7y):fyr(may):ye%7 Z‘,yER,

ns20- (0 2020) - (5 )

e

a tedy

Pripomenme, 7e vlastnimi ¢isly diagondlni matice jsou pravé hodnoty na
diagonéle a ze pozitivni definitnost matice znamend, Ze vSechna jeji vlastni
¢isla jsou kladna. Odtud jiz plyne, ze v bodé [—2, 0] je ostré lokalni minimum.
0

8.3. Naleznéte lokéalni extrémy funkce
fle,y,z) =23+ % + % -3z —2y+2z, =z,y,z€R

Reseni. Funkce f je polynomem (mnohoclenem), a tudiz o ni vime, ze ma
parcialni derivace vSech fadi. Hledejme proto stacionarni body (jinde extrém
byt nemize) tak, ze zderivujeme f postupné podle z, y, z a tyto derivace
polozime rovny nule. Takto dostaneme

302 —32=0, tj. z=a2a?
20—-2=0, tj. y=1,
a (s vyuzitim prvni rovnice)
z—3x+2=0, tj. ze{l,2}
Existuji tedy dva stacionarni body [1,1, 1], [2,1, 4]. Vypoétéme nyni vSechny
parcialni derivace druhého radu

Jra = b, f:ty:fyxzov foz = foz = =3,

fyy:27 fyZ:fzy:()v szZI.
S jejich pomoci ve stacionarnich bodech snadno ur¢ime Hessovu matici

6 0 -3 12 0 -3
Hf(1,1,)=(0 2 o], Hf1L4H)=[0 2 0
-3 0 1 -3 0 1

Potfebujeme zjistit, zda jsou tyto matice pozitivné definitni, negativné
definitni, pfip. indefinitni, abychom mohli rozhodnout, jestli a jaké jsou v nich
extrémy. V pfipadé prvni z matic (pro bod [1,1,1]) ihned vidime vlastni
¢islo A = 2. Nebot je jeji determinant roven —6 a jedné se o symetrickou ma-
tici (v8echna vlastni ¢isla jsou redlnd), matice musi mit také zaporné vlastni
¢islo (determinant je sou¢inem vlastnich ¢isel). Matice H f (1,1,1) je tedy
indefinitni — v bodé [1, 1, 1] extrém neni.

Pro matici H f (2,1,4) pouzijeme tzv. Sylvestrovo kritérium. Podle to-
hoto kritéria je redlna symetricka matice

aip a2 aiz - Aaip
a12 Az G233 - A2p
A= | a3 a3 asz --- 0azp

ain A2n A3n  *°°  Adpp



pozitivné definitni, pravé kdyz vSechny hlavni minory A, tj. determinanty
air a2 a13

, dz=|a12 ax ay|, ... dy=][Al
a13 az3 az3

aip a2

di = |an|, dy= 41y g

jsou kladné, a je negativné definitni tehdy a jenom tehdy, kdyz je

di <0, dy>0, d3<0, ..., (—1)ndn > 0.
Nebot
12 0 -3
12| =12 >0, '102 g’:24>0, 0 2 0[=6>0,
-3 0 1

matice Hf(2,1,4) je pozitivné definitni — v bodé [2,1,4] je ostré lokalni
minimum. [

8.4. Stanovte lokalni extrémy funkce
z= (x2—1) (1—x4—y2), xz,y € R.

Reseni. Opét spocitdme parcidlni derivace 2, a 2, a polozime je rovny nule.
Takto obdrzime rovnice
—62° + 423 + 20 — 20y =0, (2 —1)(-2y) =0
s FeSenimi [z, y| = [0,0], [z,y] = [1,0], [z, y] = [—1, 0]. Dopliime, Ze k nalezeni
feSeni stadilo urcit redlné kofeny 1, —1 polynomu —6x% 4 422 + 2 pomoci
substituce u = 2. Nyni vypoéitame druhé parcidlni derivace
Zpw = —302% + 1222 + 2 — 292, Zpy = Zye = —4xY, 2Zyy = —2 (a:2 — 1)

a ve stacionarnich bodech vyc¢islime Hessovu matici se ziskem

Hz(o,o)—@ g) Hz(l,O)—(&fi 8) Hz(—l,o)—<g6 8).

Vidime, Ze prvni z matic je pozitivné definitivni, a tudiz je v poc¢atku ostré
lokalni minimum.

Zbyvajici dvé matice jsou ale negativné semidefinitni. Nelze tedy na zéa-
kladé druhych parcidlnich derivaci s urcitosti ¥ici, zda je v bodech [1,0],
[—1,0] extrém. Zkoumejme proto funkéni hodnoty v okolich téchto bodu.
Plati

2(1,0) = z(—1,0) =0, z(x,0) <0 proze (—1,1).
Uvazujme déle y v zavislosti na = € (—1,1) dané pfedpisem y = /2 (1 — z%)
splnujicim, ze y — 0 pro x — £1. Pro tuto volbu je vSak

z (sc, V2 (1 —x4)) =(2*-1)(2*-1)>0, ze€(-1,1).

Ukézali jsme, ze v libovolné malych okolich bodu [1,0], [-1,0] nabyva z
hodnot vétsich i mensich, nez je funkéni hodnota v téchto bodech. Nejedna
se tak o extrémy. [
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Priklad 17.1°. Vysetiujme extrémy funkce
(1) flz,y) :=a% =222y + 3y v X :=(-1,1)%

Protoze f je tiidy Co v celé roviné, najdeme nejdiive vSechny jeji stacionarni
body. Snadno zjistime, ze funkce

of 9 of 9 5
2 I _ 3274 SLRNE P .
(2) e 3z xy, Dy % + 9y

maji jediny spoleény kofen, a to bod (0,0). ProtoZe f v ném nabyva hodnoty 0
a protoze f je v nékterych bodech z X kladn4, v jinych zaporna (f(£1,0) = £1),
nemd f v bodé (0,0) Zddny extrém.

Protoze f v int X ani maxima, ani minima nenabyva, lezi oba extrémy na hranici
X. Vzhledem k tomu, ze 0X je sjednocenim ¢ty¥ tsecek, vySetfime funkce

(3)  qi(2) = f(z,-1) =2 +22° -3, go(x) = f(z,1) =2® — 22° + 3,
(4)  hi(y):=f(-Ly) =3y>—2y—1, ha(y) = f(l,y) =3y> —2y+1.

Derivace 322 + 42 a 322 — 4x funkci (3)!) jsou rovny nule po fadé v bodech 0,
7% a v bodech 0, %. Protoze body :i:(%, 1) nelezi v X, poéitdme pouze hodnoty

() f-1L,-1)=-2, f(0,-1)=-3, f(1,-1)=0,
(5//) f(—ljl):(), f(()?]-):'?)v f(]-vl)zz

Derivace hf(y) = hh(y) = 9y* — 2 funkei (4) maji kofeny +c, kde ¢ := 1/2;
protoze hodnoty funkce f ve vrcholech étverce X jsou jiz uvedeny v (57) a v (5”),
pocitame jen
(6") f(=1,—c) =3V2—-1=-037, f(-1,c)=—-3vV2—-1=-1.63,

(6") fl,—c)=1+34V2=163, f(l,c) =1— £/2=0.37.

Porovnéme-li hodnoty z (5') — (6”), vidime, ze
(7) M :=max f(X) = f(0,1) =3, m:=min f(X) = f(0,—-1) = -3.

Pro v8echny body (x,y) € X, pro néz je (0,1) # (z,y) # (0,—1), plati pfitom ostré
nerovnosti m < f(x,y) < M.
Priklad 17.2°. Najdéme extrémy funkce

(8) flzy) =42 =30 — 4y + 9y v X :={(z,y); 2* +y*> <1}

f je opét tiidy Coo v R? a rovnice

Of 02 a_qo OF 0 o o_
(9) g~ 1207320, 50 =127 59 =0

jednodussi) dosadime do prvni rovnosti v (2) po fadé y = —1ay=1.
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Hledani extrému funkce na mnoziné 10.

10. Hledani extrému funkce na mnoziné

Ukazeme si zakladni metody hledani nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce vice re-
alnych proménnych na mnoziné (a bodt, ve kterych se téchto hodnot nabyva).
V pripadé, ze funkce nejvétsi a nejmensi hodnoty nenabyva, budeme hledat supre-
mum a infimum. Jak jsme se jiz zminili, budou nas zajimat pfedevsim funkce vice
proménnych. Pfesto bude uziteéné umét vysetfovat funkce jedné proménné, jejichz
extrémy hleddme naptiklad pomoci vysetfeni monotonie. Hlavni metody jsou po-
psany v [Z, oddil 2.9].

Extrémum ve smyslu pfedchoziho odstavce se ¢asto fiké globdlni extrémy (nékdy
absolutni extrémy, viz [Z]), aby se odlisily od lokéalnich extrémi. My budeme fikat
prosté extrémy, coz je jednak kratsi a jednak dostatecné urcujici.

§66. Asi nejdilezitéjsim prostfedkem hledani extrémt je kombinace existencni
véty a riznych nutnych podminek pro (lokalni) extrém (tzv. ,metoda podezie-
lych bodu*). Zakladni existen¢ni vétou je véta nasledujici.

Redlnd funkce spojitd na neprdzdné kompaktni mnoziné M C R™ nabyvd na M
svého maxima © minima.

Nejjednodussi nutné podminka vychazi z pozorovani, ze nabyva-li se extrém v
néjakém vnitinim bodé mnoziny, pak je v tomto bodé i lokalni extrém, a z néasle-
dujici veéty.

Necht G je podmnozina R™ a funkce f: G — R necht md v bodé a € G°

lokalni extrém. Pokud pro néjaké © = 1,...,n parcidlni derivace %(a) eristuje,

pak g—;:(a) = 0.

Metoda spociva v tom, ze vyloucime body, které nespliuji ndmi uvazované
nutné podminky. Zbylym bodtm se tika ,,podezielé body*“. Mezi nimi dale hleddme
ty, v nichz je funkéni hodnota nejvétsi nebo nejmensi. V nasledujicim ptikladu
ukazeme, jak uvedeny postup pouzijeme s pouzitim uvedené nutné podminky.

Priklad Najdéte minimum a maximum funkce f(z,y) = 22 — 3y? + 2y
na mnoziné M = {(z,y) € R?: |z| < 1,|y| < 1}.

Reseni. Funkce f je polynom v proménnych z a vy, je tedy spojita na celém R 2.
Mnozina M je uzaviend (lze vyjadiit napf¥. jako prinik dvou mnozin, které jsou
vzorem uzavienych intervali pfi spojité funkci) a omezena (je totiz rovna uzavie-
nému c¢tverci o strané 2, se stredem v pocatku a se stranami rovnobéznymi s osami,
je tedy obsazena v kruhu o poloméru /2 se stiedem v pocatku), je tudiz kompaktni.
Navic je M ziejmé neprazdna, a tak f nabyva na M svych extrémii.

Nyni jiz vime, Ze f nabyva na M extrémi, zbyva tyto hodnoty urcit. Vyloucime
tedy body, kde extrém byt nemiize, pomoci uvedené nutné podminky. Mnozina M
vsak neni oteviena, musime proto rozlisit dva pripady.

a) Funkce f nabyva nékterého extrému v néjakém bodé vnittku M. Protoze
f ma parcidlni derivace prvniho fadu, musi byt v tomto bodé nulové. Plati tedy
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9

Metody Feseni vybranych dloh z matematické analyzy

2 +y =0, —6y + x = 0, coz je splnéno pouze pro x = y = 0. Jediny bod vnitrku
M, kde f miZe nabyvat extrému, je tedy bod (0,0), kde f(0,0) = 0.

b) Funkce f nabyva nékterého extrému na hranici M. Protoze M je uzaviena, je
jeji hranice rovna M\ M °, je tedy tvofena ¢tyfmi tisecCkami. Probereme je postupné.

i) x =1,y € [-1,1]. Na této tiseéce m4 funkce f tvar f(1,y) = 1 +y — 3y=.
M4-li f extrém v bodé (1,y0), pak funkce (jedné proménné) y +— 1 + y — 3y?2
mé extrém (stejného druhu) v bodé y¢. To se mize stat bud v pfipadé, ze yo je
krajnim bodem intervalu [—1, 1], nebo v pfipadé, Ze uvedend funkce jedné proménné
ma v yo nulovou derivaci (protoze derivace existuje). Prvni moznost dava body
(1,—1) a(1,1), pficemz f(1,—1) = —3 a f(1,1) = —1. Druha moznost dava rovnici
1 — 6y = 0, tedy bod (1,1/6), picemz f(1,1/6) = 13/12.

ii) x = —1, y € [-1,1]. Na této tisecce m4 funkce f tvar f(—1,y) =1—y— 3y>.
Podobné jako v pfedchozim bodu dostavame jednak krajni body (—1,1) a (—1,—1),
pficemz f(—1,1) = =3 a f(—1,—1) = —1; a pak body, v nichz plati —1 — 6y = 0,
neboli bod (—1,—1/6). V ném mame f(—1,—1/6) = 13/12.

iii) y = 1, x € (—1,1). Zde krajni body vySetfovat nemusime, nebot jsme je
zahrnuli jiz v bodech i) a ii). Funkce f méa zde tvar f(x,1) = 22 +x — 3. Je-li v
néjakém bodé extrém, plati v ném 2x + 1 = 0, coz spliiuje jen bod (—1/2,1). V ném
mame f(—1/2,1) = —13/4.

iv) y = —1, € (—1,1). Funkce f m4 zde tvar f(z,1) = 22 — 2 — 3. Je-li v
néjakém bodé extrém, plati v ném 2x — 1 = 0, coz spliiuje jen bod (1/2, —1). V ném
méame f(1/2,—-1) = —13/4.

Zbyva ucinit zavér. Vime, ze funkce f svych extrémii na M nabyva a ze jich
nemiize nabyvat mimo nalezenych devét bodi. Porovnanim hodnot ve zminénych

bodech zjistime, Ze maximum je rovno 13/12 a nabyva se ve dvou bodech (1,1/6)
a (—1,—1/6); a minimum je —13/4 a nabyva se v bodech (—1/2,1) a (1/2,—1). ®

Poznamenejme, Ze pti vySetfovani funkce f na hranici mnoziny M v predchozim
prikladé jsme mohli vyuzit symetrie této funkce, konkrétné toho, ze f(—x,—y) =
f(z,y) pro (z,y) € R2. Pak vysledek pripadu (ii) 1ze odvodit z ptipadu (i) a vysledek
pripadu (iv) lze odvodit z pFipadu (iii).

867. 7 teseni prikladu v predchozim paragrafu je zfejmé, ze potiebujeme znat
nutné podminky pro extrém na hranici mnoziny. Ve zminéném piikladu bylo mozné
analyzu hranice jednoduse pfevést na analyzu funkce jedné proménné. To je mozné i

v dalsich pripadech pomoci parametrizace hranice, napriklad, je-li hranici kruz-
nice ¢i elipsa.

Piiklad Naleznéte extrémy funkce f(z,y) = x + y na mnoziné

M = {(z,y) € R?*: 42® +* < 1}.

Reseni. Mnozina M je uzaviend (lze ji vyjadiit jako vzor uzavieného intervalu
pri spojitém zobrazeni) a omezena (z definujici nerovnosti je ziejmé, Ze kazdy bod
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Hledani extrémi funkce na mnoziné 10.

(z,y) € M spliuje |z| < 1/2 a |y| < 1), je tedy kompaktni. Funkce f je spojitd na
celém R?, a tedy nabyvéa na mnoziné M svych extrémil.

Protoze g—i = % = 1 ve vSech bodech R?, parcialni derivace nejsou nikde nulové
(a vSude existuji), a tudiz f nemé ve vnitiku M zadny lokalni extrém. Proto nabyva

svych extrémt na hranici.

Hranici mnoziny M je mnozina {(z,y) € R?: 4z? + y*> = 1} (mnozina M
je elipsa vcetné svého vnitiku, hranici je jeji obvod). Tu miiZeme parametrizo-
vat pomoci modifikace polarnich soutadnic: x = %cost, y = sint, t € R. Tato

parametrizovana krivka obvod elipsy probéhne nekonecnékrat, kdybychom chtéli
kazdy bod probéhnout pravé jednou, museli bychom se omezit na mensi inter-
val, naptiklad na ¢ € [0,27). To my v8ak nepotifebujeme. Nyni pouzijeme pozoro-
vani, ze ma-li f extrémlv néjakém bodé (z,y) = (3 costo,sinty), pak ma funkce

t— f ( cost,sint) = 5cost + sint extrém v bodé to. Tato funkce je diferenco-

vatelnou funkci jedné proménné, a tedy v bodech extrému musi mit nulovou deri-

vaci. Odtud dostavame rovnici —% sint + cost = 0, neboli sint = 2cost. Protoze

sin®t + cos?t = 1, musi platit sint = 2/v/5 a cost = 1/1/5 nebo sint = —2//5 a
cost = —1/+/5. Mohli bychom nyni mozné hodnoty ¢ vyjadfit pomoci cyklometric-
kych funkci. To vSak neni tieba, protoze nas zajimaji body ( cost,sint) a nikoli

hodnota ¢. Dostavame tedy dva body (%— %) a (— 2\/3, —%)

Je f(2f \/_) = T a f(—m,—%) = —@, v prvnim z bodi je tedy maxi-

mum a ve druhém minimum. [ ]

Podobné mizeme postupovat vzdy, kdyz hranici umime vhodné parametrizovat
— af jiz celou nebo po ¢astech. Pro kruznici mtizeme pouzit polarni soufadnice, pro
povrch koule v R3 sférické souradnice atp.

§68. Dalsi metodou uzite¢nou pri vysetfovani funkci na nékterych mnozinach bez
vnitfnich bodd (napf. na hranicich nékterych mnozin) je metoda Lagrangeovych
multiplikatoru. Je zaloZena na pouziti Véty 217 v [D2, kapitola X, §3], konkrétné
jejl prvni cCasti, ktera obsahuje nutnou podminku pro lokalni extrém funkce na
mnoziné urcené nékolika rovnostmi. Znéni této véty je pripomenuto v §64. Nize
uvedené odkazy pouzivaji tam uvedené znaceni.

Priklad Najdéte extrémy funkce f(z,y,z) =  na mnoziné
M= {(2,y,2) e R*: 2® + 92+ 22 < 1,2 + 4> + 2° = 0}.
Reseni. Mnozina M je ziejmé uzaviena, omezena a neprazdnd, funkce f spojita
dokonce na celém R3, a tedy f na M svych extrémii nabyva.
Pfi jejich hledani vyuzijeme vétu o Lagrangeovych multiplikatorech. Aby ji bylo
mozno pouzit, rozdélime si mnozinu M na dvé ¢asti

My ={(z,y,2) ER3: 2® 492 + 22 < 1,23 +¢® + 23 = 0}
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372 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.5.11.

Urcete nejveétsi a nejmensi hodnotu funkce
flx,y) =x*—3y* —x+18y +4

na mnoZiné na mnoZiné M, kterd je ur¢ena nerovnostmi 0 < x <y < 4.

Reseni. ProtoZze mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZziné spojita, hledané
body existuji. Nejdiive uréime staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

fr(x,y) =2x—-1=0 & fy(x,y) =—6y+18=0.

Regenim je bod [1/2,3] s funkéni hodnotou f(1/2,3) = 123/4. Protoze [1/2,3] € M, je
tento bod jednim z kandidét(i na hledany globdlni extrém (nicméné neni potfeba urcovat
jeho lokdlni charakter).

Obrézek 3.5.37: Mnozina M z P¥ikladu 3.5.11.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.37), kterou tvofi tfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfit jako x = 0 pro 0 < y < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(y) = —3y? + 18y + 4. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(y) = —6y+ 18 = 0. Odtud mame y = 3, coZ vyhovuje omezeni pro y. Proto [0, 3]
je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou £ (0, 3) = 31. Dal$imi kandidaty
jsou také krajni body této tsecky, takZe jesté vypocteme piislusné funkéni hodnoty,

§. £(A) = £(0,0) = 4a f(B) = £(0,4) = 28.

(i) Usetku spojujici body B a C Ize vyjadtit jakoy = 4 pro 0 < x < 4, takZe z funkce

2

f(x,y) dostaneme funkci h(x) = x= — x + 28. Uréime stacionarni body funkce 4, tj.

W(x) = 2x —1 = 0. Odtud mdme x = 1/2, coz vyhovuje omezeni pro x. Proto

(© Petr Hasil & Petr Zeméanek 30. prosince 2016



III. 5. Lok&lni a globalni extrémy funkci vice proménnych 373

[1/2,4] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou f(1/2,4) = 111/4.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme prislusné
funkéni hodnoty, tj. f(B) = f(0,4) =28a f(C) = f(4,4) = 40.

(ii) Usetku spojujici body C a A lze vyjad¥it jako y = x pro 0 < x < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci m(x) = —2x? + 17x + 4. Ur¢ime stacionarni body funkce
m, §. m'(x) = —4x 4+ 17 = 0. Odtud mame x = 17/4, coZ nevyhovuje omezeni pro
x, . [17/4,17/4] ¢ M. Takze v tomto ptipadé jsou kandidaty pouze krajni body
této tsecky, v nichZ vypocteme piislusné funkéni hodnoty, tj. f(C) = f(4,4) =40 a

f(A) = f(0,0) = 4.

Celkem jsme nalezli 6 kandidatti na globalni extrém, ze kterych sta¢i vybrat ten s nejmens{
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdvé v bodé
[0,0] s hodnotou finin = 4 a globalni maximum v bodé [4,4] s hodnotou fmax = 40. A

30. prosince 2016 (© Petr Hasil & Petr Zeméanek
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376 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.5.13.

Urcete nejveétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) = (x—y) 4+

na ¢tverci s vrcholy A = [2,0], B=10,2],C=[-2,0]aD = [0, —2].

Regeni. ProtoZze mnoZina M je kompakin{ a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fr(x,y) =4x—-2y=0 & fy(x,y) = —2x+2y =0.

Resenim je pouze bod [0,0] s funkéni hodnotou £(0,0) = 0. ProtoZe [0,0] € M, je tento
bod jednim z kandidatti na hledany globdlni extrém (nicméné neni potteba urcovat jeho
lokélni charakter).

Obrazek 3.5.39: Mnozina M z Pfikladu 3.5.13.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.39), kterou tvofi ¢tyfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfitjakoy =2 — x pro 0 < x < 2, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(x) = (2x — 2)? + x2. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 10x — 8 = 0. Odtud mame x = 4/5, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto
[4/5,6/5] je dalsim kandiddtem na globalni extrém s hodnotou f(4/5,6/5) = 4/5.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme piislusné
funkeni hodnoty, tj. f(A) = f(2,0) =8a f(B) = f(0,2) = 4.

(ii) Usetku spojujici body B a C lze vyjadfit jako y = x +2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci /(x) = 4 + x%. Ur¢ime stacionarni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 2x = 0. Odtud mdme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0,2] je

etr Has1 etr Zemane . prosince
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III. 5. Lokalni a globalni extrémy funkci vice proménnych 377

(iii)

(iv)

dal3im kandiddtem na globalni extrém, ktery je ale totoZny s bodem B, jehoz funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti. Jesté zbyva urcit funkéni hodnotu ve dru-
hém krajnim bodé tsetky, tj. f(C) = f(—2,0) = 8.

Usecku spojujici body C a D lze vyjadiit jako y = —x — 2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci m(x) = (2x + 2)? + x2. Uréime stacionarni body
funkce m, . m'(x) = 10x + 8 = 0. Odtud mame x = —4/5, coZ vyhovuje ome-
zeni pro x. Proto [—4/5, —6/5] je dal$im kandiddtem na globélni extrém s hodnotou
f(—4/5,—6/5) = 4/5. Jesté vypocteme funkéni hodnotu ve druhém krajnim bodé
usecky, tj. f(D) = (0, —2) = 4.

Usecku spojujici body D a A lze vyjadtit jako y = x —2 pro 0 < x < 2, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci 7(x) = 4 + x%. Uréime stacionarni body funkce 7,
tj. n’(x) = 2x = 0. Odtud méme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0, —2] je
dalsim kandid4tem na globdlni extrém, ktery je ale totozny s bodem D, jehoZ funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti stejné jako funkéni hodnotu ve druhém
krajnim bodé tisecky.

Celkem jsme nalezli 7 kandidat(i na globalni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi funk-

¢ni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdva v bodé [0, 0]

s hodnotou fimin = 0 a globalni maximum v bodech [2,0] a [—2,0] s hodnotou fmax = 8. A
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e Nésledné je treba uvazovat hranici mnoziny S. Ta je tvorena tremi ¢dstmi
(GseCkami):

-x=0,y€][0,1], f = -2y — 3. Do seznamu podezrelych bodli musime
pridat kraje této tsecky — tj. body [0,1] a [0,1]. Funkce f nyni zavisi jen
na y a jde o linedrni funkci, takZe zfejmé nemd pro y € (0,1) extrém
(o ¢emz bychom se mohli presvédeit snadnym derivovdnim).

-y =0 x¢€][0,1] f =x — 3. Stejné jako predtim, priddme kraje — bod
[0,0] uz mezi podezrelymi body je, tedy pouze bod [1,0]. A opét jelikoz
jde (v zdvislosti na x) o linedrni funkci, tak pro x € (0,1) nemdme
extrém.

— A konec¢né tseCka y € [0,1], x =1 -y, f =1 — 3y — 3. Oba kraje
mezi podezrelymi body uz jsou, a opét neni Zadny podezrely bod pro
vy €(0,1).

Dohromady tedy mdme t#i podezrelé body, a sice [0, 0], [0,1] a [1, 0]. Spocita-
nim funk¢nich hodnot dostaneme, Ze maximum je M = -2 a nabyva se ho
v bodé [1,0]. Minimum je m=-5 a nabyva se ho v bodé [0,1].

b) flx,y) := x? —xy + ¥2, S := {x? + y2 < 1}. Opét jde o spojitou funkci na
kompaktni mnozinég, tedy Véta 4 zarucuje existenci minima i maxima. Zase
tedy hleddme podezrelé body:

e Vnittkem mnoziny S je oteviend jednotkova koule (kruh). Potfebujeme
parcialni derivace:
of of
—(x,y) =2x -y, —(x,y) =2y — x.
5 V) y ay( y) =2y
Se vzpominkou na Vétu 4 resime soustavu rovnic 2x —y =0a 2y —x =0,
kterd ma jediné reseni x = y = 0. A jelikoz [0, 0] je ve vnitrku S, mdme
prvni podezrely bod: [0,0].
e Hranici je jednotkovd kruznice, kterou si parametrizujeme pomoci

X = cost,
y = sint,

f(t) =1 —sintcost, kde
t €10, 2.

Do seznamu musime pridat krajni body, to jest body odpovidajici f = 0 a
t = 271. To je ale jen jeden bod, a sice [1,0].
Déle tesime body na hranici pro t € (0,2s). Funkce f zdvisi jen na ft,
derivujeme:

f'(t) = sin(t) — cos?(t) = — cos(2t)

Ma-li mit funkce v bodé odpovidajici néjakému t extrém, musi tam byt de-
rivace nulova. Tedy pro t dostdvdme moznosti 7, %, > a . To dopovidd
\/%. i%} (P¥ipadné jsme mohli v rovnici sin?(t) — cos(t)
dosadit zp4tky za x a y, dostali bychom x? = y?, kde [x,y] lezi na jednot-
kové kruznici.)

Stvetici bodt [i



c)

e)

Celkem tedy mdme 6 podezielych bodt: [0,0], [1,0], [i\i@ i%@} Dosazenim
do funkce f dostaneme, ze

i)

flx,y) = (x2+y2)e-E"+", § = R2 Ziejmeé f(x,y) = g(x?+y?), kde g(t) = te~'.

Obor hodnot funkce x? + y? je [0,00). Tedy potfebujeme vysetrit pribéh

funkce g na tomto intervalu — zajimaji nds minima a maxima. Jednoduchym

zderivovdnim dostaneme, Ze minimum md funkce g v nule (g(0) = 0) a maxi-
1

mum md v bodé¢ 1 (g(1) = 2).

Zbyva si rozmyslet, kdy je x? + y? rovno 0 a 1. CoZ je trividlni, dostaneme
tedy, Z¢ minimum funkce f na R? je 0, které se nabyva pouze v nule, a
maximem je % a nabyva se ho ve viech bodech kde x? + y? = 1, to jest na
jednotkové kruzZnici se sttedem v pocatku.

f(x:y):=%+% _{xz‘l‘yz— 1}.

M=f<[%,2\/§}> \/73+%
V31

o[-y

K teSeni se dd dorazit tteba vysetfenim pomocné ulohy f(X,y) = X + ¥ na
mnozing S = {x? + 3y? < 1}. Zpétky se pak da vratit substituci x = L a y =

X

w\

- 2V3

Hranice mnozZiny S je elipsa, a Ize ji parametrizovat napriklad takto:

X = cost,

y = —sint,
V3

t € [0, 2or).

flx,y,z) = (x +y + z)e ©*2+32 S = [x >0, y > 0, z > 0}. Zde mnoZina
neni kompaktni, a tedy maxima ani minima se nabyvat nemusi. A vskutku se
ho ani nenabyva — stacdi si funkci zderivovat a vyuzit Véty 4.

Mtizeme vysetrit, kde se nabyva infima a suprema. Abychom s tlohou mohli
néjak pracovat, tak je tfeba se omezit na néjaky kompakt - mnozinu tedy uza-
vPeme a omezime. Zjistime, Ze uvnitt zddné podezrelé body nejsou. Nejsou
dokonce ani na hrani¢nich ¢tvrtrovindch. Zbyvaji hrani¢ni primky, kde nalez-
neme podezielé body [0,0,0], [1,0,0], [0, é,O] a[0,0,1].
Infimum je 0 = £([0,0,0]) a supremum je 1 = £([1,0,0]).
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