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4. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

2. Vypoctéte

S : r—y ,
Ukazte, funk ,y) = — plat
(a) Ukazte, ze pro funkci f(z,y) o plati

hmOmf@w>=L 1m(mm@m):4

z—0 \ y—0 y—0 \xz—0

lim  f(z,y) neexistuje.
(z,y)—(0,0)
Reseni:
Nejprve vypocteme obé dvojnasobné limity. Uvédomme si, ze vnitin{ limitu
pres y (resp. ) nadm staci poéitat pro hodnoty parametru z (resp. y) ruzné
od limitniho bodu, tj. v nasem konkrétnim piipadé pro x # 0 (resp. y # 0).
Plati, ze

T —
lim <lim f(x,y)) = lim <lim y> =
z—0 \ y—0 z—=0 \y—=0x +y
pro libovolnou hodnotu ,,parametru“z ruznou od nuly je funkce (proménné
y) v bodé nula spojitd, a proto po dosazeni y = 0 mame

Obdobné vypocteme

hm<mn(%w):hm<mnx_y>:

y—0 \z—0 y—=0 \z—=02x +y

pro libovolnou hodnotu ,parametru“y riznou od nuly je funkce (proménné
x) v bodé nula spojitd, a proto po dosazeni x = 0 mame

Protoze dvojnasobné limity existuji a nerovnaji se, nemuze dvojné limita
existovat (ani vzhledem k definiénimu oboru).
22y

b) Ukazte, 7 funkci Y) =
(b) Ukazte, ze pro funkei f(x,y) 222 + (z —y)

5 plati

z—0 \y— y—0 \xz—0

lim (lirr(l) f(x,y)) =0 a lim (lim f(x,y)) =0,



ale
lim  f(z,y) neexistuje.

(z,y)—(0,0)
Reseni:
Vypoétéme nejprve dvojndsobné limity. Uvédomme si, ze funkce f(z,y) je
jako funkce proménné y pro pevnou hodnotu x # 0 spojitd pro vsechna
y € R, specidlné v bodé nula. Mame tedy, ze pro x # 0 je

2,2
X
Y — 0.

lim

y—=0 22y + (z — y)?

Proto

222
lim (lim (:c,y)) = lim (lim ) = lim (0) = 0.

z—0 \ y—0 —0 \y—0 x2y2 + (x — y)2

Obdobné dostaneme, ze

2,2
lim (lim (x,y)) = lim ( lim Ty = lim 0 3 0.
y—0 \z—0 y—0 \ z—0 x2y2 + ([IZ — y)2 y—0 \ 0 + (O — y)2

Urceme nyni limitu po piimce y = = pro x — 0 (potom samoziejmé také

y — 0). Mame, ze
2. .2
-z
lim =1,
=0 22 - 22 4 (v — x)?

a protoze limita po piimce y = x a dvojndsobné limity (tj. limity po svislé a
vodorovné ose) existuji a nejsou shodné, dvojnd limita nemuze existovat (ani
vzhledem k definiénimu oboru).

1‘3y

im —
(2,9)=(0,0) 20 +

Reseni:

Vypoétéme nejprve dvojnasobné limity. Pro z # 0 mame

3y
lim (hm <~ 3 > =1lim0=0.
z—0 \y—0 26 + 12 0

Pro y # 0 analogicky

l'3y
lim <lim 6> =lim0=0.
y—0 \z—0 x +y2 y—0

Nyni limita po piimce y = kx, k € R. Mame

. x3kx ox? ka?
lim

R L )
a—0 26 + (kx)? 250 22 71+ k2



Zkusme kiivku y = 3. Pak

Tedy limita neexistuje.
. ry
lim =
(@y)—=[0.0] x%+y?
Reseni: Pouzijeme nipovedu +2zy < 2% + y2. Pak mame

Ty a:a:2+y2_x

x:c2+y2 *§$2+y2 2

Ty x:c2+y2 T
XrT————— —_— = —
w2 +y? T 222442 2
Ale

lim 4+ =0,
(z,y)—[0,0] 2

tedy ze dvou policajtu mame i

lim =z 2a:y 5 =
(z,y)—[0,0] x°+y
t _ 2 __ 42
i BV(E-—47 -y
(,9)=(4,0) 224/ (x — 4)2 — y?

Reseni:

Zkusime aplikovat znamé limity a aritmetiku limit, tedy:

tg /(x —4)%2 — y? VOAL tg \/(z —4)? — 212' L
(m,y)—>(4,0) .%‘2 (l’ — 4)2 — y2 (x,y)—>(4,0) (fB — 4)2 — y2 (:E,y)—>(4,0) I‘Q

Ze spojitosti mame
1 1

lim —=—.
(z.y)—(4,0) 22 16
Zbyva prvni limita. Pro funkce jedné proménné plati

tant_

lim =1.
t—0 t

Navic (ze spojitosti)

lim +(x—4)22—-y2>=0

(,y)—(4,0)

Pokud ovéiime podminky, tak z véty o limité slozené funkce budeme mit

tg V(e —4)? —y*

(@y) =40 /(x— 4)2 — 2




a dohromady

tg V(@—42—-y* 1

(@y)—(40) 22y/(x —4)2 —y2 16

Podminky, konkrétné podminka (P) (vnitini funkce se vyhybd své limité):
hledame okoli bodu (4,0) takové, aby

V=42 =2 £0.

Navic se pohybujeme pouze na mnoziné A = {[z,y] € R?: (x — 4)%? —y? # 0}
- to je kvuli definiénimu oboru funkce v limité.

Pozadavek \/(z — 4)? — y% # 0 je ale spolnén napt. na B((4,0),1) N A, tedy
jsme ovérili podminku (P) a jsme hotovi.

1 1
Ukazte, ze pro funkci f(z,y) = (z + y) sin — sin — limity
Z Y

lim (53% f(z, y)) a l}lg% (}}g}) f(z, y)) neexistuji,
ale

( l)im(0 0 f(z,y) vzhledem k definicnimu oboru funkce f existuje a je rovna nule.
x’y H b

Reseni:
Uvédomme si, ze pro zadné x # ?lk pro k € Z neexistuje limita
1 1
lim (z 4 y) sin — sin —.
y—0 x Yy

Formalné to lze nahlédnout pomoci Heineho véty. Volme-li y, = 1/27n,
potom

1 1
lim (x + y,)sin —sin — = lim (x + ——)sin — sin(27n) = 0,
n—00 x Yn N0 2mn T

zatimco pro volbu y, = 1/(7/2 4 27n) je

1 1 1 1 1
nli_)rgo(x—i—yn) sin - sin o nh_)rgo(:):—l—ﬁ) sin - sin (g + 27m> = (z+0) sin - # 0.

Tudiz nemuze existovat ani dvojnasobnéd limita

lim ( I
lim (ylg(l) (w,y)),

protoze vnitini limita neni definovdana na Zadném intervalu hodnot z €
(—e,+e). Ze zcela stejného duvodu neexistuje ani druhéd z dvojndsobnych
limit.



Naopak dvojnd limita
lim z
earsion Y
sice neexistuje vzhledem k R? (protoze funkce f nenf definovdna ani na jedné
ze soufadnych os, a proto neni definovana na zadném prstencovém okoli
pocatku), ale vzhledem k defini¢nimu oboru funkce f je nulova. To proto, ze

lim z+y)=0+0=0,
(x,y)%(O,O)( v)

nebot polynom (x+y) je spojita funkce, a ddle protoze, ze funkce sin % sin % je

omezend. Tudiz podle lemmatu o sou¢inu funkce s nulovou limitou a funkce
omezené je vyslednd limita opravdu nulova.



