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Teorie

Definice 1. Necht (X, p) a (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y je
zobrazeni, M C X a a € X je hromadnym bodem mnoziny M. Rekneme, Ze
prvek b € Y je limitou zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoZiné M, jestlize

Ve>030>0Ve e M,z #a:p(r,a) <d = o(f(z),b) <e.

Véta 2 (Heine). Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y,
McX,ae M, beY. Pak

lim f(z)=5

r—a,xeM
pravé tehdy, kdyz: pro kazdou posloupnost {z,} C M \ {a} plati
Ty —a = f(zp) = b.

Véta 3 (Aritmetika limit). Necht (X, p) je metricky prostor, f,g: X — R,
McX,ae M, a,peR. Nechtlimy_,qzenm f(z) = aalimg o zenm g(x) =
5. Pak

L limgq0em flx) +g(@)=a+8
2. hmz—m,xGM f(ZL') : g(.%') =« ﬂ

3. hmz—m,xGM f(l’)/g(.ilf) = Oé/B, pokud S 7& 0.

Véta 4 (O limité slozeného zobrazeni). Necht (X, p), (Y,0) a (Z,7) jsou
metrické prostory, g: X =Y, f:Y — Z. Necht AC X,ac A, BCY,
be B', c € Z a necht plati:

1. 36 > 0: g((P(a,0)NA)C B
2. limgq,2eA g(l’) =b
3. limy 4 yep fly)=c
Necht plati jedna z podminek
(P) 3n>0: b ¢ g((Pla,n) N A)
(S) zobrazeni f je spojité v bodé b vzhledem k B.
Pak
lim f(g(x)) =c

r—a,x€A
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Véta 5 (2 policajti). Necht existuje prstencové okoli P(xg, yo) takové, Ze na
P([I}(), yo) plati
h(z,y) < f(z,y) < g(z,y).
Necht dale
lim  A(z,y)=L= lim g(z,y),
[,y]=[z0,y0] [z,y]—=[z0,y0]

L € R. Pak také existuje

lim  f(x,y) = L.
[,y]=[z0,y0]
Véta 6 (Omezena krat nulova). Necht f: R" - R, g : R” — R a a bud
hromadnym bodem mnoziny M. Necht f je omezena funkce na priniku
né&jakého prstencového okoli bodu a € R™ a mnoziny M a necht
lim g(z) = 0.

r—a
zeM

Potom
lim f(x)g(z) = 0.

r—a
xeM

Poznamka 7 (O dvojnasobné limité). Pokud existuji limity lim,_,, (limy—,, f(z,y) =
Ly alimy sy, (limg—z, f(2,y) = Lo a Ly # Lo, tak limita limiz o1 (z0,50] flx,y)
neexistuje. Opacné tvrzeni neplati.

Véta 8. 1. Necht f: R” — R a a € R" bud hromadnym bodem mnoziny
M. Jestlize

lim f(z) =L,  potom  lim |f(z)| = |L|.
xEeM zeM

2. Necht f: R™ = R a a € R"” bud hromadnym bodem mnoziny M. Potom

lim f(z) =0,  pravée kdyz lim | f(z)] = 0.
reM reM

Hinty
20wyl < 2 + 3
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Priklady
1. Urcete defini¢ni obor a nacrtnéte (pfiklady ze zkousek)

(a) f(z,y) = arcsin (x 4+ y) + arctan(x + y) + zy

o) S =t (5

|z — |yl
(c) fl@,y) = Vay -y + 2y
(d) f(x,y) = arcsin \/z(z + y)
2. Urcete limity funkci vice proménnych, nebo ukaZte, ze neexistuji.

ey . r—y .
Ukaite, funk: ,y) = — plati
(a) Ukazte, ze pro funkei f(z,y) o pla

lim <hm f(x,y)) —1,  lim (nm f(w,y)) -1

z—0 \y—0 y—0 \z—0
ale
lim T, y) neexistuje.
(z,y)—(0,0) fey)
222
b) Ukazte, Ze pro funkci f(x,y) = plati
" A ()
lim (lim f(x,y)) =0 a lim (lim (x,y)) =0,
z—0 \y—0 y—0 \z—0
ale
lim  f(z,y) neexistuje.
(z,y)—(0,0) (=.9)
3y

lim 5 5
(z,y)—(0,0) Z° + Yy
Ukazte, ze limita funkce neexistuje, prestoze obé dvojnasobné
limity jsou nulové a téz limita pocitana po libovolné pifmce je
nulova.

. Ty
d) 1
(@ (wg)m0.0] " T2 + 12

t \/ﬁ
(e) lim gV(@—4)—y
(2.y)—=(4,0) 224/ (x — 4)2 — 32

1 1
(f) Ukazte, ze pro funkci f(x,y) = (x + y)sin — sin — limity
Yy

i (1 . (1‘ | ) istuii, al
lim (yl_r)r(l) (x,y)) a y% xl_r&)f(m y) ) neexistuji, ale

lim  f(x,y) vzhledem k defini¢énimu oboru funkce f existuje
(2,y)—(0,0)
a je rovna 0.
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