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Definice 1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (X, p), kde X je mnozina,
p: X x X —[0,00) je funkce spliaujici

(1) Ve,ye X : p(z,y) =0 2=y,
(2) Vo,y € X = p(x,y) = p(y, x),
(3) Va,y,z € X1 p(x,2) < p(z,y) + p(y, ).
Funkci p nazyvame metrika na X.
Uloha 2. Urcete, zda jsou nasledujici objekty metrickym prostorem:
1. Na prostoru C([0,2]) spojitych funkcich na [0, 2] uvazujme
p(f,9) =1f(1) —g(1)].

Reseni: Nespliuje 1. podminku, funkce f =z ag =z
ale nejsou totozné. Tzv. pseudometrika.

2 majf nulovou vzdélenost,

2. Na R uvazujme

Ty, T2Y,
p(z,y) =
1, T <y.

Reseni: Nespliuji symetrii. Tzv. kvazimetrika.

3. Prostor R? s funkef p(z,y) = pa(z,20) + p2(xo,y), kde zo znaci pocdtek (0,0).
Jedna se tedy o strukturu, kde pfi méreni vzdalenosti dvou bodi musime vzdy
projit pocatkem.

Reseni: Ano, jednd se o metriku.
4. Taxi: Vzdalenost dvou mist v Praze méfime jako nejkratsi moznou drahu ujetou
autem.
Reseni: Nenf symetrickd - kvili jednosmérkam.
Definice 3. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X, A # 0, ax € X. Vzddlenosti
bodu x od mnoziny A rozumime ¢islo
p(z, A) = inf{p(z,y); y € A}.
Poznamka 4. Mnozinu R™ uvazujeme s metrikami

n n
poo(aj,y) = '_HllaXn |xi_yi|7 pl(%y) = Z ’xi_yi|7 p?(:’vay) = Z |xl - yi|27 T,y € R™.
i=1 i=1
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Uloha 5. Na R? najdéte vzdalenost bodu P = [0,1] od pifmky y = —z v metrice

L. p 2. p2 3. Poo
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Obrazek 4: Vzdalenost bodu od pfimky v metrikiach p;, p2, oo

Priklady 1.9.
i) UrCete vzdalenost bodu P = [0, 1] od pfimky y = —x v soultové, euklidov-
ské a maximalni metrice.

Reseni. Uvédomime-li si, jak vypadaji mnoZiny bodd majici od bodu P stej-
L nou vzdalenost, mizeme dlohu fesit v grafickém zndzornéni. A

ii) UrCete vzdélenost pfimky y = ¢, ¢ < 0, od paraboly y = x2 —2x +1
v metrikach p;, 02, Po-

Reseni. Z polohy paraboly vidime, Ze vzdalenost pfimky y = ¢ od této para-
boly je ve vSech tfech metrikach rovna |c|. (Porovnejte tento vysledek s vy-
sledkem Cviceni 1.4 ii) a vSimnéte si, ze kazdy z bodt [x, c], x € [14c, 1—c]
ma v metrice p, 0d paraboly vzdalenost rovnu c.) A




Uloha 6. V prostoru C([0,1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(fr9) = sup |f(x) —g(z)|.
z€[0,1]

Najdéte nejmensi vzdélenost funkce f(t) = t od podprostoru tvoreného konstantnimi
funkcemi.
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1. METRICKY PROSTOR

(ii) Prostor H'(a,b) funkei f takovych, Ze f € L*(a,b) a

1/2
(A2 + 1 F17) " < o0

b
se skalarnim soucinem (f, g) = [[f(t)g(t) + ['(t)¢'(t)]d¢ je Gplny unitdrni prostor.

o0
(iii) Prostor [? je unitarni prostor se skaldrnim sou¢inem (z,y) = > x,y,. Tento soudin

n=1
o0
indukuje normu ||z|| = /> 2.
n=1

Definice 1.8 Necht' V je unitdrni prostor a M je jeho podprostor. Podprostor
M+ = {2 €V, (x,m) =0prokazdé m c M}
se nazyva ortogondlni doplnék podprostoru M ve V.

Véta 1.3 Necht' V je unitarni prostor a M je jeho podprostor. Pak libovolné x € V lze
vyjadtit jako x = y + z, kde y € M, z € M+ a pro vzdalenost o(z, M) plati:

o(x, M) = |zl = v/ (z,2).
Ptiklady
@ Priklad 1.1 V prostoru C[0, 1] najdéte nejmensi vzdélenost funkce

1. x0(t) =t od podprostoru tvofeného konstantnimi funkcemi

2. zo(t) = t* od podprostoru L = Lin{1, ¢}

Resent:

1. Hleddme ¢ € R, aby Inax |t—c| bylo co nejmensi. Z¥ejméjetedy c = 2ao(t,3) =
€0,
@ (viz graf 1.1(a)).

2. Prvky podprostoru L lze zapsat ve tvaru o + ft, z grafu 1.1(b) je ziejmé, Ze
zvolime § = 1. Budeme tedy hledat funkci ¢ + «, aby max [t* — t — | bylo co
tel0,

nejmensi. Derivovanim dostaneme extrém v bodé ¢, = % Sestrojime te¢nu funkce
zo vbodé tg: x — 2 =t — 1, po tpravé x = t — 1. Hledana funkce bude zfejmé mezi
touto te¢nou a funkci z = ¢. Tedy nejmensi vzdélenost ziskdme pro a = —1/8 a

ot t—1/8) = [t* —t +1/8];_10 = 1/8.



]‘ 1. METRICKY PROSTOR

1 1 /.
7/
’
’ /
’ ’
’ ’
s 4
’
’
’
’
’
0 / / 0
. Z .
0 1 0 1
(a) Graf funkce zg =taz =1/2 (b) Grafy funkci zp = t? a z =
t — 1/8 plnou ¢arou, graf z =t a
L teCny « =t — 1/4 Carkované.

Pfiklad 1.2 Urcete vzdélenost funkce x(¢t) = ¢* od prostoru M = Lin{1,¢} v prostoru
L*(0,1) a funkci x vyjadfete ve tvarux = y + 2, kdey € M a z € M=

Regeni: K urceni vzdélenosti nejdiive vyjadiime x pomoci y a z. ProtoZe y € M plati
y = at + b, kde a,b € R. Rovnici x = y + z vyndsobime postupné 1 a ¢ a ziskame tak
rovnice pro a a b:

t?dt =

r-l=y-1+2-1 & (at +0b)dt

S S .
S T S -

rl=y-l+2-1 & t(at +0)dt

Po integraci dostdvadme rovnice:

+ +
o O
[N

o~ @R
©
I

Po kone¢né tpravé mame y = { — = x—y = 1 —t + ;. Podle véty 1.3 je

1
(e, M) = ||2]? = [(#> — t + 1)?dt, atedy oz, M) = 5.
0

Pfiklad 1.3 Urcete vzdalenost posloupnosti z = {1,2,1,1,..., 1 ... } od podprostoru
M = {z = {z}2, : ©1 = 22} v prostoru
1.1 2.12 3. 1.

A%
pd

Reseni:
1. Hleddme posloupnosty € M, aby ¢ (z,y) = > |zx — yx| byla co nejmensi. Zfejme
k=1

xj=vy;jproj > 3.Pak o (x,y) = |1 — |+ |2 —@2|, pfiCemzZ y; = y,. Proto hledané
vzdalenost g, (z, M) je minimem funkce f(t) = |1 —¢|+ |2 —t| a z grafu 1.2 ziskdme
01(x, M) =1.



Poznamka 7. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vSech redlnych posloupnosti {x,}, pro
néz fada 7 |z, |P konverguje. Pak definujeme metriku

[e%s} l/p
pp(,y) = (Z |z — y\”) :

n=0

Poznamka 8. Uvazujme mnozinu vSech omezenych realnych posloupnosti {z,} Pak
definujeme metriku

Poo(T,y) = sup [y, — Ynl.
neN

11 1

Uloha 9. Uréete vzdalenost posloupnosti = {1, 2, Frdrrrrmae

{z ={zn}72, : ©1 = x2} v prostorech

.} od mnoziny M =

1. 4 2. Iy 3. I
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1. METRICKY PROSTOR
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(a) Graf funkce zg =taz =1/2 (b) Grafy funkci zp = t? a z =

t — 1/8 plnou Carou, graf x =t a
teCny « =t — 1/4 Carkované.

Pfiklad 1.2 Urcete vzdélenost funkce x(¢t) = ¢* od prostoru M = Lin{1,¢} v prostoru
L*(0,1) a funkci x vyjadfete ve tvarux = y + 2, kdey € M a z € M=

Regeni: K urceni vzdélenosti nejdiive vyjadiime x pomoci y a z. ProtoZe y € M plati
y = at + b, kde a,b € R. Rovnici x = y + z vyndsobime postupné 1 a ¢ a ziskame tak
rovnice pro a a b:

t?dt =

r-l=y-1+2-1 & (at +0b)dt

S S .
S T S -

rl=y-l+2-1 & t(at +0)dt

Po integraci dostdvadme rovnice:

+ +
o O
[N

o~ @R
©
I

Po kone¢né tpravé mame y = { — = x—y = 1 —t + ;. Podle véty 1.3 je

1
(e, M) = ||2]? = [(#> — t + 1)?dt, atedy oz, M) = 5.
0

Pfiklad 1.3 Urcete vzdalenost posloupnosti z = {1,2,1,1,..., 1 ... } od podprostoru
M = {z = {z}2, : ©1 = 22} v prostoru

1.1 2.2 3.0%°.

T. Resent:

1. Hleddme posloupnosty € M, aby ¢ (z,y) = > |zx — yx| byla co nejmensi. Zfejme
k=1

xj=vy;jproj > 3.Pak o (x,y) = |1 — |+ |2 —@2|, pfiCemzZ y; = y,. Proto hledané
vzdalenost g, (z, M) je minimem funkce f(t) = |1 —¢|+ |2 —t| a z grafu 1.2 ziskdme
01(x, M) =1.



1. METRICKY PROSTOR

Obréazek 1.2: Graf funkce f(t) = |1 —t| + |2 —¢t].

2. Podobné jako v prvnim pfipadé pifevedeme tilohu na hledani minima funkce
F2(t) = (t — 1) + (t — 2)% Derivovénim dostaneme minimum ¥2 pro ¢ = 2. Proto
02 (x, M) = %

3. Opét hledame ¢, aby max{|t — 1|, |t — 2|} bylo co nejmensi. CoZ je totéz, jako najit
nejmensi vzdalenostbodu [1, 2] a pfimky y = x v maximalni metrice na R2. Snadno

dostaneme ¢ ([1,2],z) = @ pro z =  a proto gu (x, M) = 5.

Léésti 1 a 2 Ize také fesit analogicky jako ¢ast 3.

Pfiklad 1.4 V prostoru [? najdéte vzdélenost posloupnosti x = {1,0,0,...,0,...} od
mnoziny L,, = {x ={rp}, D] ap = O}.
k=1

Regeni: Hleddme y € L, aby o (z,y) byla co nejmensi. Ziejmé bude y;, = 0 pro viechna
k > n. Metodou Lagrangeovych multiplikdtori najdeme minimum funkce (x; — 1) +
x3 + -+ + 2 vdzané podminkou x; + - - - + x,, = 0. Lagrangeova funkce je

Lz, \) = (1 — 1)+ a3+ 4+ 22— Ny + - +,)

a hleddme feSeni systému rovnic:

Pro prvni proménnou plati

A



2

Definice 10. Necht z € X, r > 0. Otevrenou kouli rozumime mnoZinu
B(z,r) ={y € X;p(z,y) <r}
Uzavrenou kouli rozumime mnozinu

B(x,r) ={y € X;p(x,y) <7}

Uloha 11. Naértnéte jednotkovou kouli v prostoru (R3,p1), (R, p2), (R3, poo)-
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e mnozina Q(a,c) = {r € (X,p); p(x,a) < e} se nazyva uzaviend koule se stiedem v bodé a a
polomeérem ¢;

e mnozina S(a,¢) = {x € (X, p); p(x,a) = €} se nazyva sféra se stredem v bodé a a polomeérem
€.

Priklad: B
Jak vypadé uzaviend koule Q(a,¢e)) v prostorech (R?, p), (R?, p;) a (R?, p) ?

(R’,p) (R%p) (R’.p,)

5 Neékteré vyznacné body a mnoziny metrického prostoru

Definice 5.1 Necht X je metricky prostor s metrikou p.

e Necht A C X. Bod a € A se nazyva vnitinim bodem mnoZiny A, jestlize existuje okoli U(a)
bodu a tak, ze U(a) C A. Mnozina vSech vnitinich bodid mnoziny A se nazyva vnitiek mnoziny
A a znaci se A° nebo intA.

e Mnozina A se nazyva oteviend, jestlize A = A°.

e Necht A C X. Bod a € X se nazyva hromadnym bodem mnoZiny A, jestlize kazdé jeho re-
dukované okoli obsahuje asporti jeden bod y € A (nebo ekvivalentné, jestlize kazdé jeho okoli
obsahuje nekoneéné mnoho bodt z mnoziny A). Mnozina vSech hromadnych bodd mnoziny A
se nazyva derivace mnoziny A a znaci se A’.

e Bod a € A, ktery neni hromadnym bodem mnoziny A se nazyva izolovanym bodem mnoziny

A.



Uloha 12. Jak vypadéa koule v diskrétnim metrickém prostoru?

Reseni: V diskrétni metrice zévisi koule na poloméru. Je-li » < 1, splyne koule
se svym stfedem: B(z,r) = {x}. Pro r > 1 se koule bude rovnat celému prostoru:
B(z,r) = X.

Definice 13. Necht (X,p) je metricky prostor a {z,}°, je posloupnost prvku X.
Rekneme, 7ze {,}°%, konverguje k y € X v (X, p), jestlize plati lim, oo p(2n,y) = 0.
Prvek y nazyvame limitou posloupnosti {x,}°2, v (X, p). Konvergentni posloupnosti v
(X, p) rozumime kazdou posloupnost prvku X, kterd mé limitu v (X, p).

Definice 14. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X. Rekneme, 7ze mnozina M je
uzaviend v X, jestlize plati: pro kazdou posloupnost {z,} v M, splaujici x,, — x pro
néjaky prvek x € X, pak plati: x € M.

Definice 15. Nechf M C X, z € X. Rekneme, 7ze x € X je vnitinim bodem mnoZiny
M, jestlize existuje r > 0 splaujici B(z,r) C M.

Mnozina M C X se nazyva oteviend v (X, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

Poznamka 16. 1. Mnozina F' v metrickém prostoru (X, p) je uzaviena pravée tehdy,
kdyz X \ F je oteviena.

2. Mnozina G v metrickém prostoru (X, p) je oteviend pravé tehdy, kdyz X \ G je
uzaviena.

Uloha 17. Uréete, zda je interval (0,1) oteviend & uzaviend mnozin v metrickém
prostoru (X, p), jestlize

L X = (071)7 P = p1,

Reseni: Oteviend i uzaviend, protoze cely prostor je vzdy otevieny i uzavieny.

2. X =R, p=pi,
Reseni: Oteviens.

3. X =10,1] s diskrétni metrikou,
Reseni: Oteviend i uzaviend. Kazdd podmnozina diskrétnfho metrického pros-
toru je oteviend i uzaviena.

4. X =(0,1)U(3,4), p = p1.

Reseni: Oteviend i uzaviend. Oteviend - kazdému bodu lze opsat malou kouli,
ktera se vejde do intervalu (0,1). Uzaviend - Staci ukédzat, ze (3,4) je oteviend
(to se ukaze stejné). Doplnék pak musi byt uzaviena.

Definice 18. Nechf M C X. Rekneme, 7ze = je hrani¢nim bodem mnoziny M, pokud
pro kazdé r > 0 plati B(z,r)NM # 0 a B(x,r)N(P\ M) # (). Mnozinu vSech hrani¢nich
bodu nazyvame hranice a znacime ji OM.

Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M = M U OM.
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Uloha 19. Urcete, zda mnozina M je uzaviend, oteviend, co je jeji vnitiek, uzaver,
hranice (v R s eukleidovskou metrikou):

1. M =(0,1)

Reée&i: Oteviend. Int M = (0,1) (Int M znaci vnitfek/vSechny vnitini body
M). M =[0,1]. oM = {0,1}.

2. M =[0,1]
Reseni: Uzaviens. Int M = (0,1) M = [0,1]. OM = {0,1}.
3. M = (0,1]
ReSeni: Ani oteviend, ani uzaviend. Int M = (0,1) M = [0,1]. OM = {0,1}.
4. M = (0,00)
Reseni: Oteviend. Int M = (0,00) M = [0,00). dM = {0}.
5. M =[0,00)
Reseni: Uzaviend. Int M = (0,00) M = [0,00). M = {0}.
6. M = (—o0,00)
Reseni: Oteviend i uzaviend. Int M = (—o0,00) M = (—o0,00). M = §).
7. N
Reseni: Uzaviena. Int M = (. M =N. OM = N.
8. Q
Reseni: Ani uzavien4, ani oteviend. Int M = (. M = R. M = R.

9. R
Reseni: Oteviens i uzaviens. Int M = R. M =R. OM = ().
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Uloha 20. Urcete, zda je dand mnozina uzaviend, uzaviend, najdéte hranici (v R?).

My

M, ot M, M

al b ¢l

W22,
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Uloha 21. Rozhodnéte, zda plati (v obecném metrickém prostoru):

1. B(z,r) = B(x,r)
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10.10. TEORETICKE PRIKLADY K METRICKYM PROSTORUM 589

10.10.3. Priklad. Oznac¢me symbolem {*° mnozinu vsech omezenych posloup-

nosti realnych ¢isel. Definujme funkei | - [|¢oo : £%° — [0, 00) predpisem
[{xn}llgco = sup|xn|, n e€N.
neN
Dokazte, ze (£*°, | - ||¢=o) je normovany linearni prostor.

10.10.4. Priklad. Ozna¢me symbolem ¢y mnozinu vsech posloupnosti realnych
¢isel s nulovou limitou. Dokazte, ze (co. || - [l¢=<) je normovany linearni podprostor
prostoru c, a tedy také prostoru £°°.

10.10.5. Priklad. Necht p € [1,00). Ozna¢me {? mnozinu vsech posloupnosti
realnych ¢isel {x,} splnujicich

o0
Z |xn|? < oo.
n=1

Definujme funkci || - [|¢» : €7 — [0, 00) predpisem
o0 »
|k ler = (Z |xn|P) .
n=1

Dokazte, ze (7, | - |l¢») je normovany linedrni prostor.

10.10.6. Priklad. Necht (P, ) je metricky prostor. Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) pro kazdé x € P a pro kazdé r > 0, plati B(x,r) C B(x,r),

(b) opa¢na inkluze obecné neplati.
Reseni. (a) Necht x € P,r > 0Oay € 0B(x,r). Predpokladejme pro spor, ze
o(x,y) > r. Polozme s = o(x, y) —r. Potom s > 0 a pro kazdé z € B(y, s) plati

ox.z) zo(x,y) —e(y.z) > o(x,y) —=s =r,
takze z ¢ B(x,r). To znamena, ze B(y,s) N B(x,r) = @. To je ale spor s tim, ze
y € 0B(x,r). Musf tedy platit o(x, y) < r, a tedy dB(x,r) C B(x,r). Celkem tedy
mame
B(x,r) = B(x,r) UdB(x,r) C B(x,r).

(b) Necht P je diskrétni metricky prostor obsahujici alespon dva riizné body

ax € P. Potom
B(x,1) = B(x,1) = {x},

ale B(x,1) = P. Protoze P ma alespon dva rtizné body, inkluze B(x,r) C B(x,r)

\iplati. *

10.10.7. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor a { F;, } je nerostouci posloupnost
uzavienych mnozin v P. Necht pro kazdé n € N je x,, € F,, pticemz posloupnost
{xx} konverguje k né¢jakému bodu x € P. Dokazte, ze x € (oo Fn.

Reseni. Nechtk € N je dano. Pak {x,}°2, je posloupnost bodii v Fy konvergujici k
x. Protoze mnoziny Fy jsou uzaviené, plati x € Fi. Tedy x € Fy pro kazdé k € N,
aproto x € (y=; Fr. 2



w

2. ANB=ANB
Reseni: Nikoli. Napi. A = (0,1), B=(1,2). Pak ANB =0 =0, ale ANB =
0,1]N[1,2] = {1} = {1}.
Uloha 22. Najdéte uzévéry grafi funkef v R2

1.
@) = { (s)l,n(l/xﬂg,: . x>0

Reseni: Graf samotny sjednocen s tiseckou {[0,],y € [~1,1]}.
2. Dirichletova funkce

Reseni: Osa z a pifmka y = 1.
3. Riemannova funkce

Reseni: Graf sjednoceny s osou z.

T
l Uloha 24. Najdéte netrivialni A C R, aby spliiovala néasledujici
1. A=0A

Reseni: {1}

2. IntAp A
Reseni: Q

3. IntAG A
Reseni: [0,1)

4. ntAG A
Reseni: Q

5. IntAp A
Reseni: (0,42]

6. ntA=A

l__ Reseni: [-3,5]
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1

Poznamka 1. Funkce f(z,y) = x a f(z,y) = y. Spojitost funkei je pak zachovéna
aritmetickymi operacemi (krom déleni 0) i skladdnim.

Uloha 2. Peélivé zdivodnéte, ze nasledujici funkee jsou spojité (na svém Dy):

ANy

1. sin

x2

3
-y
Reseni: Funkce f(z,y) = = a f(x,y) = y jsou spojité (vizte pozndmku). Je-
jich souéiny jsou taky spojité, tedy mame spojitost zy, 2 a 3°. Rozdil a podil
spojitych funkei (paklize nedélime 0) je také spojity, mame tedy spojitost funkce

z;’”_yy3 na mnoziné [x,y] € R? : 2% # y3. Funkce f(z) = sin z je také spojita a tedy
slozeni funkei sin x;iyy3 je také spojité na [z,y] € R? : 22 # 33,

2. arctan (z? + y?)
Reseni: Podobneé.
3. ln(e|x2_y2‘ +1)
Reseni: Podobneé.
4. (x +y)™

Reseni: Piepiseme jako e®¥2(*+%)  Definiénim oborem pak je [z,y] € R?: x4y >
0. Pak uz postupujeme analogicky.

Uloha 3. Nechf f(z) = 22. Najdéte vzory mnozin:
6 1. {4}

Reseni: Z grafu: {—2,2}

2. (0,9)
Reseni: (—3,0)U (0,3)

3. [0,9)
Reseni: (—3,3)

4. [1,9]

Reseni: [=373

[t

) v 48]
5. (=2,00)
Reseni: R
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J*

du

6. {—4}
Reseni: ()
Uloha 4. Nechf f(z) = sinz. Najdéte vzory mnozin:
1. {1}
Reseni: {Z + 2kr, k € Z}
2. (~1,1)
Reseni: R\ {Z + kr, k € Z}

3.0 Dol
Reseni: Let A := ey [0+ 2km, 5 + 2k7), Br="{r+2kmhcZ}. Theresutio
¥ AUB. p Ir’

‘= +
=) (T *er T ]

4. (=2, 1] e 2
Reseni: {=5 +2km, k€ Z}

5. (—o0, —3]

Reseni: ()
Poznamka 5. Necht (X,p a (Y,0) jsou metrické prostory a f : X — Y je spojité

zobrazeni. Pak pro otevienou mnozinu G v (Y,0) je f~1(G) oteviena v (X, p) a pro
uzavienou mnozinu F v (Y, o) je f~1(F) uzaviend v (X, p).

Uloha 6. Urcete, zda jsou nésledujici mnoziny oteviené nebo uzaviené a peclivé zduvodnéte:

L {[z,y] eR? : 2® —y® <2}

Reseni: Definujme funkei f(z,y) = 22 — 3>. Funkce je spojita (ndsobeni a rozdil
spojitych). Daéle uvazujme interval (=wo73), ktery je etevdeny. Mnozinaw pak
je rovna f~1((—oo0, Q), tedy vzoru otesdeného intervalu pii spojitém zobrazeni.
. Ly, 42,
Tedy je otexfena. ¢ (soé), 21 Uxaviceuwy”
hzapleinm g

2. {[z,y] € R? : arctan (z* + ¢*) > 5}
Reseni: f(z,y) = arctan (2% + ¢?), interval I = (5,00) je oteviend mnozina.
Tedy f~1(I) je oteviena.

3. {[z,y] eR?*: -3 < el =v?l < 2}
Reseni: f(z,y) = e/’ interval I = (—3,2) je oteviena mnozina. Tedy f~(I)
je oteviena.

4. {[z,y] eR?:0<x<1,-3<y<3,z+y<5}

Reseni: f(z,y) = x4y, interval I = (—oo0, 5] je uzaviena mnozina. Tedy f~'(I)
je uzaviena.
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Dale g(x,y) = =, interval J = [0, 1] je uzaviend mnozina. Tedy g~1(J) je uzavien4.

Dale h(x,y) = y, interval K = [-3,3] je uzaviend mnozina. Tedy h~'(K) je
uzaviena.

Dohromady: prunik 3 uzavienych je uzaviena.

Uloha 7. Urcete, zda jsou nasledujici mnoziny omezené:

1.

Alz,y] € R?: il <§}

{[z,y] € R?: 2? +4? < 3}
Reseni: Ano, pifmo z definice se vejde do koule B(0,v/3).

1 1
. R?: — +-<1
(] €R: 5+ <10}

Reseni: Ne. Uvazujme napi. mnozinu: y =1 a x > 1.

Alz,y] eR? 2?4+ 2% < 1}

Reseni: Ano, neb 22 +¢% < 22 + 22 < 1.

A[z,y] € R? : sin(zy) < 1}

Reseni: Ne, nerovnost je splnéna pro celou rovinu.

Alz,y] € R?: 2% 440 < 2}

Reseni: Ano, plati |z| < 2 a |y| < 2, coz je ctverec, ktery je jisté omezend
mnozina.

1

2+ y?
Reseni: Ne. Mame 2zy < 22 + % tedy 0 < 22 — 22y + 32, coz je 0 < (z — y)2.
Tedy nerovnici splituje cela rovina krom pocatku, coz neni omezend mnozina.

2

Definice 8. Necht (X,p) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina M C X je v
prostoru (X, p) hustd, jestlize M = X, a 7idkd, jestlize X \ M je hustéd.

Uloha 9. Uréte, zda jsou nésledujici mnoziny husté/tidké (pfip. ani jedno). Urcete
jejich mohutnost:

1.
2.

Q v R husté spocetna
R\ Q v R hustd nespocetna

3. N v R tidka spocetna

4. Z v R 1idka spocetna

Uloha 10. Uréte, zda jsou nasledujici mnoziny husté/fidké (piip. ani jedno):
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