
Pr̊uběh funkce - teorie

Teorie

Definice 1. Necht’ M ⊂ R, M �= ∅, x ∈ M a funkce f je definována alespoň na M .

• Řekneme, že f nabývá v bodě x svého

• maxima na M , jestliže plat́ı

∀y ∈ M : f(y) ≤ f(x),

• minima na M , jestliže plat́ı

∀y ∈ M : f(y) ≥ f(x)),

• ostrého maxima na M , jestliže

∀y ∈ M, y �= x : f(y) < f(x),

• ostrého minima na M , jestliže

∀y ∈ M, y �= x : f(y) > f(x).

Řekneme, že f nabývá v bodě x svého lokálńıho maxima (lokálńıho minima,
ostrého lokálńıho maxima, ostrého lokálńıho minima) na M , jestliže existuje
δ > 0 takové, že f nabývá v bodě x svého maxima (minima, ostrého maxima, ostrého
minima) na M ∩B(x, δ).

Věta 2 (nutná podmı́nka existence extrému). Necht’ I je nedegenerovaný interval, f je
reálná funkce a a je vnitřńım bodem I. Je-li a bodem lokálńıho extrému funkce f , pak
bud’ f �(a) neexistuje nebo f �(a) = 0.

Věta 3 (vztah derivace a monotonie). Necht’ I je interval a f je spojitá funkce na I.
Necht’ Int I označuje množinu všech vnitřńıch bod̊u intervalu I. Necht’ existuje f �(x)
pro každé x ∈ Int I. Potom

(i) je-li f �(x) > 0 pro každé x ∈ Int I , pak je f rostoućı na I;

(ii) je-li f �(x) ≥ 0 pro každé x ∈ Int I , pak je f neklesaj́ıćı na I;

(iii) je-li f �(x) < 0 pro každé x ∈ Int I , pak je f klesaj́ıćı na I;

(iv) je-li f �(x) ≤ 0 pro každé x ∈ Int I , pak je f nerostoućı na I.
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Definice 4. Necht’ f je reálná funkce a a ∈ R. Řekneme, že f má v bodě a inflexi,
jestliže existuje vlastńı f �(a) a a existuje δ ∈ R, δ > 0 takové, že bud’

•
∀x ∈ P−(a, δ) : f(x) > f(a) + f �(a)(x− a) a

∀x ∈ P+(a, δ) : f(x) < f(a) + f �(a)(x− a)

nebo

•
∀x ∈ P−(a, δ) : f(x) < f(a) + f �(a)(x− a) a

∀x ∈ P+(a, δ) : f(x) > f(a) + f �(a)(x− a)

Věta 5 (nutná podmı́nka pro inflexi). Necht’ f je reálná funkce a a ∈ R. Jestliže
existuje f ��(a) a je r̊uzná od nuly, pak a neńı inflexńım bodem funkce f .

Věta 6 (postačuj́ıćı podmı́nka pro inflexi). Necht’ f má spojitou prvńı derivaci na
intervalu (a, b) a c ∈ (a, b). Předpokládejme, že

∀x ∈ (a, c) : f ��(x) > 0 a ∀x ∈ (c, b) : f ��(x) < 0

nebo
∀x ∈ (a, c) : f ��(x) < 0, a ∀x ∈ (c, b) : f ��(x) > 0.

Pak c je inflexńım bodem f .

Definice 7. Necht’ I je interval a necht’ f je reálná funkce definovaná alespoň na I.
Řekneme, že f je

• konvexńı na I, jestliže

∀x, y ∈ I ∀λ ∈ (0, 1) : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

• konkávńı na I, jestliže

∀x, y ∈ I ∀λ ∈ (0, 1) : f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y),

• ryze konvexńı na I, jestliže

∀x, y ∈ I, x �= y ∀λ ∈ (0, 1) : f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y),

• ryze konkávńı na I, jestliže

∀x, y ∈ I, x �= y ∀λ ∈ (0, 1) : f(λx+ (1− λ)y) > λf(x) + (1− λ)f(y).
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Věta 8 (vztah druhé derivace a konvexity či konkávnosti). Necht’ f je spojitá funkce
na intervalu I ⊂ R a necht’ má f na Int I spojitou prvńı derivaci. Jestliže je f � rostoućı
na Int I, pak f je ryze konvexńı na I. Speciálně, je-li f ��(x) > 0 pro každé x ∈ Int I,
pak f je ryze konvexńı na I.

Definice 9. Necht’ f je reálná funkce definovaná na nějakém okoĺı bodu ∞. Necht’

a, b ∈ R. Řekneme, že f má v bodě ∞ asymptotu ax+ b, jestliže

lim
x→∞

�
f(x)− ax− b

�
= 0. (1)

Analogicky definujeme asymptotu v bodě −∞.

Věta 10 (tvar asymptoty). Funkce f má v bodě ∞ asymptotu ax + b právě tehdy,
když

lim
x→∞

f(x)

x
= a ∈ R a lim

x→∞
(f(x)− ax) = b ∈ R. (2)

Analogické tvrzeńı plat́ı pro asymptotu v bodě −∞.
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