24. cviceni - Teorie
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1. Najdéte nebo vyvratte vSechny mozné implikace mezi nasledujicimi ¢tveficemi vyroki.
(od prof. M. Huska: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ mhusek/exercise/)

(a) Necht ACR

i. A je nespocetna iii. A je neomezené
ii. A je nekone¢na iv. R\ A je spocetna

(b) Necht f: X — Y je zobrazeni
i. f je surjekce
ii. je-li X nekone¢né, pak Y je nekonecné

iii. pro kazdé¢ A CY je A= f(f1(A))

1

=

iv. je-li Y nekonecéna, pak X je nekonec¢na

(¢) Necht f je realna funkce.

i. existuje f’ vlastni na [0, 1] iii. f’ je omezena na [0, 1]
ii. f je spojita iv. f’ je spojita na [0, 1]

(d) Necht {a,} je posloupnost.
i. {a,} neni konstantni
ii. {a,} ma prostou podposloupnost
iii. {ay,} ma ryze monotonni podposloupnost

iv. mnozina hodnot {a,} je nekonecna

2. Necht f(x) a g(x) jsou funkce. (A predpokladame, Ze nasledujici vyroky maji smysl.)
Urcete, které vyroky jsou pravdivé

(a) f1ig jsou liché. (¢) f1ig jsou rostouci
i. f+ g jelicha i. f+ g jsou rostouci
ii. fg je licha ii. fg jsou rostouct
iii. f(g) je licha iii. f(g) jsou rostouct
(b) f je suda, g je licha. (d) f je suda
L. fg je suda i. je-li f rostouci na (0, 00), je rostouct
ii. f(g) je suda i na (—o0,0).
iil. g(f) je suda ii. je-li f konvexni na (0,00), je kon-
iv. g+ f je suda vexni i na (—o0,0).

3. Necht f je nekonstantni periodicka funkce na R. Ukazte, Ze pak neexistuje limy o f().

4. Sestrojte nezapornou funkci f na intervalu (0, 1), nespojitou pravé v bodech mnoZiny
{n=1; n € N} tak, aby lim,_o+ f(z) = 0 a aby

inf{f(z);z € (0,1)} =0, sup{f(z); z € (0,1)} = 1.
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Necht f je funkce spojita na R, pro kterou existuji limity v nevlastnich bodech a

lim f(z)= lim f(z)=0.

T——00 T—+00

Zjistéte, zda je pak jiz f omezend a zda nabyva v alespon jednom bodé z R maxima
nebo minima.

Rozhodnéte, zda je funkce

x
— arctanx

1
f(z) = arctan .

konstantni ve svém definiénim oboru a reseni odtvodnéte.
Existuji posloupnosti {a,}, {b,} tak, ze lima,, = 0, limb,, = +oc0 a lim a,b,, neexistuje?

Necht je funkce konvexni na intervalu [—1,0] a také na [0,1] 7 Musi byt pak konvexni
na [—1,1] ?

Najdéte piiklad funkce, pro kterou existuji derivace na intervalech (a,c) a (c,b), dale
existuji a jsou si rovny lim, . f/(x) = lim,—.+ f'(x) a pfitom neexistuje f'(c).

Necht je funkce klesajici na disjunktnich intervalech I a J. Musi byt klesajici na TUJ ?

(a) Necht {ay} je konvergentni posloupnost celych ¢isel. Musi byt limita celé ¢islo?

(b) Necht {a,} je konvergentni posloupnost racionéalnich ¢isel. Musi byt limita racionalni
¢islo?

Napiste piiklad funkce, ktera neni spojita v bodé 7 a pfitom f (7) = 2.

Necht je funkce f spojitda v bodé 0. Musi existovat f) (0) ? Dokazte, nebo sestrojte
protipiiklad.

Najdéte do sebe vnoirené intervaly, které maji prazdny prunik. Mohou byt uzaviené?

Necht M je neomezend mnozina, necht 5 > 0. Existuje pak A C M nekonecna tak, Ze
Va,y € A, x # y plati, ze |t —y| > 5 7

Sestrojte konvergentni posloupnost takovou, ze max{a, } neexistuje.

Najdéte k dané neomezené posloupnosti a,, takovou posloupnost b,, aby a,b, — 0.
Necht {a,} konverguje. Musi platit lim(a,+1 — an) =0 a lim a’;% =17

Stadi pro konvergenci posloupnosti, aby |an4+1 — ay,] 707 [2b]

Jestlize plati, Ze an+2 > ay,, musi mit posloupnost limitu? Co kdyZ pfidame omezenost?

Necht b € R*. Najdéte posloupnost {a,}, aby lim CLZ—:l =b.

Sestrojte ryze monotoénni funkei na intervalu (0, 1), kterd mé infimum hodnot rovné 0,
supremum hodnot rovné 1 a je nespojita pravé v bodech 1/n pron € N, n > 1.
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