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Teorie

Definice 1. Necht f je realna funkce a a € R. Jestlize existuje

i St 1) = (@
h—0 h

b

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a. Znacime f’(a).

Véta 2 (Aritmetika derivaci). Necht a € R a necht f a g jsou funkce definované na né&jakém
okoli bodu a. Necht existuji f'(a) € R* a ¢'(a) € R*.

(a) Plati
(f £9)'(a) = f'(a) £ 4 '(a),

(b) Je-li alespon jedna z funkei f, g spojita v bodé a, pak
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(c) Je-li funkce g spojita v bodé a a navic g(a) # 0, pak

P\ Flagla) - fa)g'(a)
<g> (a)= 9(a)? ’

vzdy je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 3 (O derivaci slozené funkce). Necht f ma derivaci v bodé yo € R, g ma derivaci v bodé
xo € R, yo = g(x0) a g je v bodé xg spojita. Potom

(fo9) (z0) = f'(y0)g'(x0) = ' (g(20)) ¢' (o),
je-li vyraz na pravé strané definovan.

Vé&ta 4. Necht realna funkce f je spojita zprava v bodé a € R a existuje limg_q, f'(z). Pak
existuje f/ (a) a plati f} (a) = lim f’(z). Leva strana analogicky.
T—a4

Algoritmus
1. Ur¢ime definiéni obor Dy. Na této mnoziné pak budeme hledat derivaci.
2. Zderivujeme mechanicky tam, kde to lze (musi jit o oteviené intervaly).

3. Prokontrolujeme podminky derivovani, kraje defini¢nich oborti, zlomky, mista, kde se
lamem predpis. . . a identifikujeme problémové body.
Casti podezfeli: arcsint, arccost, sgn ¢, |t|, max a min, odmocniny, funkce definované
,,vidlickou*.

4. V danych bodech najdeme derivaci z definice nebo z Véty 4. Neexistuje-li derivace,

zkusime najit alesponl jednostranné derivace.

5. Udélame zaver.
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Priklady

Spoctéte derivace (pfip. jednostranné derivace) nasledujicich funkei

1. (a) f(z) = arccos(l — z?) () f(z) = ael==1l
(b) J() = {‘"g "y v X (¢) f(x) = Vsinz
, x=0. e
(¢) f(z) = min{z, 23} (f) f(z) = arcsin 11 a2

Zkouskové priklady

doc. Zeleného: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/fsv/matl/pisemky/ml-

97-98.pdf
z 1
2. (a> f(,fl?) _ {irctan (tan2 f[f) ’ €T # 3 + kﬂ' (d) f(([,') — arccos 1 n xz
2 T =35+ k.
2 (i 1 1 T
(b) f(m):m (e) f(x):{i (smm—i—cosx), xfg

(¢) f(z) = max {min {COS% ;} ) —;} (f) f(z) = max{z + 4arctan(sinz), z}

Bonus

3

3. Uvazujte funkce f(z) = {
-3

sgnx, x#0, —sgnzx, x#0,
g9(x) =

Ukazte, Ze

(a) f(0) a ¢’(0) existuji, ale (f + g)’(0) neexistuje.
(b) vyraz f'(0)g(0) + f(0)g’(0) mé smysl, ale (fg)'(0) neexistuje.

- 0
4. Necht f(z) =1lag(r) =1, senz, 270,
5 z=0.
/ / /
Ukaite, 7e vyraz 209 (3)2_(0’3(0)9 © ma smysl, ale <§) (0) neexistuje.
5. Necht f(y) = |yl a g(x) = {1
9 xz = 0.

Ukazte, ze vyraz ”95587233,(0) ma smysl, ale (f(g))'(0) neexistuje.

6. Najdéte takova a,b € R, aby funkce byla diferencovatelna (vlastni dce) v kazdém = € R:

ax + b, r< -1
fl@)=9 ",
ax® +x+2b, x> —1.
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7. Kde déla tazatel chybu?

Given the function:

2 +1 ifz =0
I = -
f(@) {m2—1 ifr <0

Question: are we justified to say that the derivative at f(0) exists? If so, what is f'(0)? And how do we

justify it?

Of course I do realize that the function isn't continuous at & = 0 but still since the slope near £ = 0 seems

equal near 0+ and 0— I wondered why we can't say that f'(0) =0

What I tried is this:

(xR - (22 41) . (0ERP (0P 41) . R
JII:.=].'I.III—=11'.EI.—= Il'.l.—=h=|:|
f:(0) B0t h hesDs h by
, T 2 Y s B s IS ( X ) oo® B (1S ) R = R
f20) = lim ———— = lim ———— = lim 7 =h=0

My conclusion is that since both the right and left limit using the definition of the derivative exist and

generate the same answer the limit exists such that f'(0) = 0.

Apparently this is not true, so what is my mistake?

Pochéazi z: https://math.stackexchange.com/questions/1532014/how-to-apply-
the-definition-of-a-derivative-with-a-piecewise-function
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