17. cviceni - limity typu f9

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady
1. Spoctéte limity

(a)

Vnitini funkce:

1 In(1+1
lim xln <1+) = lim M =1,
T—00 x T—00 S
nebot dalsi vnitini funkce (1
T )
x—0 Yy
2 1
lim — =0.
T—00 I

(podminka P, g(z) = 1 # 0 pro Vz € (0,00).)
Zpét k funkci

acln(l—i—%) — 1

lim e e,

T—00

tady podminka S, e? je spojita funkce v bodé 1.

2 xX
lim (1 — ) =e2,
T—00 X

9 T
lim <1 + 2>
T—00 €T

2\* 2
lim (1 + 2) = lim ewln(Hﬂ)
T—00 €T T—00

analogicky.

Vnitini funkce:

2 221In (14 % 2ln (1+ 2
lim zln [ 1+ — :hmﬁM:hmeVO:ALOJ:O
T—500 x2 z—r00 12 % T—y00 T I%

Pouzita vnitin{ funkce na logaritmus, podminka P, 2/22 # 0 na (0, co).
Celkem tedy

2 x
lim <1+2> = =1,
T—r00 €T

(podminka S, e¥ spojita v 0.)
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2. Spoctéte limity

(a)

‘ (1 +$>(1x/5)/(1w)
lim
z—=1\2+x

ResSeni:
Pouzijeme tpravy na exponent a dostaneme

(1 N $> (1-va)/(1-2)

lim =
x—1

1+ (1-2)/[(1—=z)(1+y/x)]
24 x < > -

a nyni zkracenim a dosazenim dostaneme

21/2 2

3 3

lim
T—r+00

1+ (1—v/x)/(1—x)
24+ x
Resgent:

Pouzijeme klasicky trik pievedeni do exponentu za pouZiti vzorce y = eV,

(1-v=z)/(1-z) —
= lim <1+$> = lim exp[ln<1+x>-1 \/5} =

z—+oo \ 2 4+ 2 T—+00 2+ 1—=x

Uzijeme VOLSF (varianta (S) a pro vnitini funkci dostaneme

Vytkneme x v Citateli a jmenovateli obou zlomki a vyjde, Ze
Inl1-0=0.

Uzilil jsme vnitini funkei na logaritmus, podminka (S).
Pro pavodni limitu pak mame

<1 + x> (1-Vz)/(1-z)

li =l =1.
1m 2+.7,' &

T—+00

. z+2 @?
lim
x—+oo \ 200 — 1

Reseni:
Upravujeme.

. xz+2 v . z+2 9
lim = lim exp |In X
z—oo \ 20 — 1 T—00 2 — 1
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Spocteme limitu vnitini funkce

lim ln<m+2>-x2:ln<1>oo:—oo
T—00 20 — 1 2

Pivodni limita: Protoze lim, , €Y = 0, mame

. x+2 @?
lim =0
z—+oo \ 20 — 1

(VOLSF, podminka P.)
(d)

3

. 322 —x+1\ 1=
11m - e———
z—+too \ 222 +x + 1

Regeni:
Upravujeme.
23
) 3z —x +1\1-+ _ 322 —x 41 3
Im | ———— = lim exp |In .
T—00 21’2—|—;1:—|—1 T—00 21’2+:L'+1 1—z

Vnitini funkce

lim 1 32 —x 41 a3 | 3
1m n . = 1n-"-—xX = —0
T—00 2x2+x—|—1 1—=x 2

Protoze lim,_, o €Y = 0, pro pivodni limitu pak je

3

. 322 —z4+1\1=
lm (———— =0
az—+oo \ 222+ + 1

T tg 2z
lim [tg (* + l‘)}
=7+ 8

Reseni:

Upravime

tg 2
lim [tg (g—i—x)} o lim exp {ln {tg (%—i—x)} -tg2x} =

=T+ =T+

Pro vnitini funkci mame
. 3
lim {In(tg=7 | -—0c0op =—00.
=T+ 8

lim [tg <g + x)}tg% =0.

=3+

Dohromady pak
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=

T—

22— 1\
o (27)
z—+oo \ x4+ 1

ResSeni:

Upravime

-

: 2% — 1\ o1 : 22 -1\ z-1
lm [ —— = lim exp |In .
T—00 51:2—1—1 T—00 1’24—1 x+1

Pro vnitini funkei:

. 2 -1 r—1
Llinéoln <x2+1>'x+1] =[n1-1]=0.

2
— 1 z+1
lim <$2> = =1
z—oo \ x4 + 1

Dohromady

Podminka (S).

. 242 —1 e
lm [ ———
z—=—4o00 \ 222 — 3z — 2

Reseni: Upravime
(a4 —1\Y 2?42r—1\ 1 1 .
lm ( ———— =lmexp|ln{—5———=] -—| =exp|ln=--0| =" =1.
z—00 \ 272 — 31 — 2 T—00 202 -3x—-2) = 2
3. Spoctéte limity

(a)

) (ln z+1 > Inz
lim
z—+00 Inz
substituce y = Inx (véta o limité slozené funkce, podminka P).

1 1\ 1\Y 1\Y
lim < nT+ ) = lim (y + > = lim <1 + > =e.
z——+00 Inx y—r+oo Y y—r+00 Y

lim (1 + 332) TLE

z—0

Reseni:

22

_1 75‘2 1 1 [ sin?z
= lim(1 +x2)sin21 = lim(1 +x2)sin2z 2?2 = lim [(1 +x2)z2] =

x—0 z—0 z—0
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Rozepiseme

1 a?
= lim exp [(ln(l + )22 . — 5 >]
o—0 sin® z

Mame

Déle (VOLSF (S))

1 1
1 2 2 — 1 —_— 2 p
ilg%)(l-i-x B _}CIL%GXP [3:2 In(1 + %) e}

Tedy

_m«mum)-.2>_m@q_L

z—0 s~ x

Puvodni limita pak je

1
lim (1+:U )*m z =l

z—0

. cotg?
lim (1 + xz) &
z—0
Reseni:
cos2 x 1—sin2 T

lim(l—l—xQ)COtg% = lim (14-2%)snZe = lim (142?) %z = lim (1+2?)~! hm(l—|—x )qml : =
z—0 z—0 z—0 z—0
Prvni limitu spo¢teme snadno dosazenim, vyjde (1 +0)~! = 17! = 1. Zbyde tedy
pouze druhé limita, ktera ale vede na pfedchozi piiklad.
Celkovy vysledek
lim (1 + $2)60tg2x =

z—0

lim (1 + tg ) s =
xll?‘(l)( gw)slnm_e

ResSeni: Prepiseme na

lim (1 + tg a;)mnz = lim exp

In(1
z—0 z—0 |:S Il( —i—tg:c)]

Vnitin{ limitu rozsifime
tgx .ln(l +tgx) I In (1+tgx) voar

lim In(1+tgz) = lim = lim
z—0 sinx z—0 sinx tgx 0 COST tgx

1-1.

Dohromady pak mame

1
lim exp [ In(1 + tg :L'):| —el=¢

x—0

Uzili jsme VOLSF, g(z) = tgz, lim, sotgx =0, f(y) = In(1+y)/y, limyo f(y) =
1.
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. (1+tgx>1/sina:
lim [ ————
z—0
Reseni:

1+sinx

Je ziejmé pomoci substituce y = sinz, ze

lim
Tr—r

0(1 + Sinaz)ﬁ = lim(1+y)

< |

= €.
y—0

(Uplné lze ditkaz provést poéitanim jednostrannych limit a substituci z = i)
Problematicka je tedy pouze limita

lim (1 + tgz) s

x—0

Tu feSime pomoci chytrého rozsifeni exponentu a exponencialniho triku: vyuzivame
logaritmu).

=1
r—r

téz vétu o limité soudinu a spojitost logaritmu (tj. moZnost prehozeni limity a
1 BT
II%) (1+tg$)tg7z:| sin x

= exp {ln lim (1 + tgx)tg%)
z—0
jak plyne z faktu

. tgx }
- lim — =
z—0 sin z
Nyni prvni limita je po substituci y = tgx rovna e a druha je zfejmé rovna jedné,
tgx 1
sinz ~

cosx”

odtud

=exp[lne] =e' =e.
Pokud dame oba vysledky dohromady a vyuZijeme vétu o limité podilu, plyne

C [(14tgx\mE e
lim | ———— =-=1.
z—0\ 1+ sinx e
(f)
lim (sinz)®”
T3
Reseni:

lim (sinz)®* = lim
=3 z—T

(1+(sinz—1))%% = lim [

1 (sinz—1)tgx
(1+ (sinx — 1))5111961]

= exp [lim (sinz — 1) tg 1:] = exp [ =
TG

. sinxz — 1]
lim =
z  COST
Nyni je mozné pouZit pro lepsi vhled t¥eba substituci y = x—m /2, pfi¢emz se snadno
ukaze ze souctovych vzorci, ze sin(y + m/2) = cosy a cos(y + 7/2) = —siny.
1 1—cosy
cosy — 2
= exp [lim y] = exp [lim Y -0] =el=1.
y—0 —siny

y—0 Siny y] :exp[
y
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: <:c + a) v
lim
T—=+00 \ T — a
Jednoduchou tipravou dostaneme

lim <x + a> = lim <xa+a> = lim <1 + a4 ) = ¢%,

Zkouskové priklady

ResSeni:

4. Spoctéte limity

1
(a) lim (1 — Varcsin x) Vieos
r—0+

Reseni: Prepiseme jako:

1
T 1
1' (1 _ : ) 1—cosx — 1 71 (1 _ : )
a:i%l-i- \/arcsm x :L‘—l)%l-&- exp 1 T —cosz n VvV arcsin

Spocteme limitu vnitini funkce:

1 , 22 In (1 — varcsin x) arcsin
lim ————1n (1 — Varcsin x) = lim — . .
=0+ Y1 — cosz z—0+ 1—coszx —+varcsinx x

VOAL W5 1.1= -

Pak pro pivodni limitu mame

1
. . T _ 4
lim (1— \/arcsmx) e _ o= V2
z—0+

Uzili jsme VOLSF na:
i f=eY, g= <L/ﬁln (1 - \/M), podminka (S)
’ —, podminka (S)

_r
1—cos

g
iii. f=./y,9= aresinz o dminka (S)
y

x )

iv. f=1 g — _/arcsinz, podminka (P): arcsinz # 0 na P(0, 3).

(b) lim (264% - 1) =
z—0
Reseni: Prepiseme
i 12+1 xz + 1 o
lim <26zT1 — 1) % _ Jim exp [ oI (Qele — 1)}
x

x—0 x—0
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Pro vnitini funkci mame

4x

4a
2 2, 1ln <26T+1 . 1)

1 Ax_ 1 e+l — ] 4
mx+m@éugzmx+ _ D L
z—0 3x z—0 3z Qerti — 9 % x+1

Az )
4 x2+1ln(2€”1_1) entl — 1
= lim — - FTS -2 T
=03 x+1 ¢+l — 9 o]
4
voard 4y 9428
3 3
Ptvodni limita pak je
e 2241 .
m%%m—g3$:@
z—0

(Podminky VOLSF nechany na ¢tenafi.)

, <4z+5w+6x>i
hm —_—
z—0+ 3

Reseni: PiSeme jako

/4T 45T geN\E 1. /47 4+ 57 462
lim (——— ] = limexp|—-In{ ——
x—0+ 3 x 3

Pro vnitini funkeci mame

.1, (4457 467 1 In(BEEE) 47 457 467 — 3
Iim —-In{ ——— ] = lim .

20+ T 20+ X 74”'5;%1 -1 3

1,11M£%ﬂ3 ar—1 51 67—
= lm —- .
p0+ 3 AHEEET

1
VO:ALi‘l‘(

T x T

In4+1In5+In6) = In120'/3

Protoze mame

4% 1 zlnd 1
lim = lim 67.1n4:1n4_
z—0+ X z—0+ x1ln4d
Analogicky
5% —
lim =1Inb
x—0+ €T
a 6
lim =1In6
x—0+ xT

Puavodni limita:

1
lim <4+5+6> L 120

z—0+ 3

(Podminky VOLSF nechany na ¢tenafi.)
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Teorie

5. Necht f je funkce spojitda na R. Necht navic f(z) = 0 pro v8echna z € Q. Ukazte, Ze
pak f(x) =0 pro viechna z € R.

Regeni:

Pro spor pfedpokladejme, Ze pro néjaké a € R\ Q je f(a) = A # 0. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze A > 0 Protoze f je spojité, tak i lim,_,, = A.

Zvolme ¢ = %. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé x € (a—d,a+9) plati |f(z) — A| <

21, Neboli
A 3A
0< 3 < flz) < -
JelikoZ ale v kazdém intervalu (a — 0, a + 0) existuje racionalni x’, které¢ ma f(z') = 0,
mame spor.

(Pro A < 0 postupujeme analogicky.)

6. Sestrojte spojitou nezapornou funkci f definovanou na R takovou, Ze: pro kazdé n € N
plati 0 € f([n,00) a f neni omezené na intervalu [n, co).
Regeni:

Napt. f(x) = zsin(mx).
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