16. cviceni - Exponenciela a logaritmus + VOLSF

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte limity zadanych funkci
In(1
(a) lim In(1 + 3z)

:{HO X

Reseni: (143 (143
i 20+ 32) . Ln(1+37)
z—0 X z—0 3z

VOLSF, podminka P: 3z # 0 na okoli 0.
(b) lim zlIn <1 - 3)

T—00 xT

ResSeni:

_3 _3
lim xln(l—3>: lim M: lim —SM:—S

T—00 €T T—00 T—00

8|

VOLSF, podminka P: —3/x # 0 na okoli occ.
e2 — g2z

(c) lim — =e
z—1— arccosx

Reseni: Priklad mame odsud: https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matem
aticka-analyza
Prevedeme na zakladni limitu pro arccos z.

e2 — e2v Ve —e2 /T—x

lim ——— = lim
z—1— arccosx z—1— /1 —x arccos

Prvni limitu nyni pfevedeme na limitu pro e”.

2 _ g2z \/6235(62(1—3;) —1) e2(1=2) — 1 vouar,
lim ——— = 1i = i TNV T E V2V
Jm T S e S eV ey e
2

Pro pavodni limitu pak mame

2 _ p2x 1—
Ve —e2 / T VOAL /3

1
li 2. — =e.
x—lgl— Vv1—x arccos x \@ ‘
Odtuvodnéni:
e2(17$) -1
lim —— =1.
r—1— 2(1 — 33)
e¥—1

Vnéjsi funkce , vnitini 2(1 — z). Navic limg, 41— 2(1 —z) = 0 a 2(1 — z) je
monoténni na R, tedy 2(1 — z) # 0 na P(0,42).
Potom

e2(1—z) _

1
lim |} ———— = V1.

r—1— 2(1 — .’L')

Vnejsi funkee /y, vnitini % Podminka (S): \/y je spojita v bodé 1.
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In(x? —z + 1)

im ——————~

T——+00 ln(xlo +x+ 1)
Reseni:

(d) ©

Postupujeme vytknutim.

lim In(z? —x +1) i Inz?(1—1+ %) - Inz?+In(1- L1+ %
im ————————~ = — lim
potoo ln(zlf + 2 4+1)  eoteo a1+ 5 + o) evre a2+ (14 5 + o

7 vlastnosti logaritmu:

2Inz+In(1 -1
a=rtoo 10lnz + In(1 + & + =)

A konec¢né posledni vytknuti

2+ln(1—7+ »)/Inz 240 1

wﬂu&0+ma+- +d5)/Inz 1040 5

Vypocet limity vyuZiva véty o algebie limit a VOLSF (spojitost logaritmu)

In(1 -2+ 4 In(1—2%+4 1
lim -5 +5) _ lim —L—Ja—ﬁl-hm — =In(1-0+0)-0=0.
T—+00 Inz T—+00 1 r—+oo Inx
. V14 zsinx —1
(e) © lim 5
x—0 er” — 1
Resgent:

Sledujte vypocet.

5 V1+zsine —1 i (V1+ zsinx —1)/2?
im = lim

z—0 er — 1 2—0 (ex® — 1) /a2

Po pouziti véty o limité podilu (limita jmenovatele je rovna jedné) pokracujeme

rozsifenim odmocniny.

V1+xsinz —1 . 14+ xsinz—1 1

= lim = lim - lim
z—0 x2 z—0 x2 z—=0+/1 4+ zsinx + 1
sinx 1 1 1

= lim - lim . = —.

z—0 X m—>0\/1—|—1‘51n;p—|—1 1+1 2

In(z3 — arctan x)

(f) © lim

z—oo In(z? + arctan )
Reseni:
Vytkneme dominantni ¢len

_In(z® —arctanz) | Inad (1 — 2dgnz) _ 3lnz+In (1 — ctanz)
llm 2 - llm arcfan €T = 1111 arcfan €T
z—oo In(z? 4-arctanz)  z—oo Ing? (1 + 2UBL) 200 2Ina + In (1 + T)

x
t
ln(l_arc gnz)

.3+ v voar 3+0
= lim =7 ——
z00 - n(1pacgpe) 2+0

2 + Inz
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Pouzili jsme limity
. arctanx . arctanx
lim ——— =0= lim ———,

zoco 3 N
neb arctan x je omezena a 1/x? (1/z3) mizejici funkce.
Dale jsme pouzili spojitosti logaritmu (v 1) a opét sou¢in omezené a mizejici.
VIn(z2 + 4) — In 22
lim
T—00 arccot x

Reseni: Priklad mame odsud: https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemn
aticka-analyza

Rozepiseme dle vzorci pro logaritmus a ptjéime a vratime na zndmé limity:

x2+4 362+4
lim VvIn(z? +4) —Ina? a? — lm x?

Z—00 arccot x x%oo arccot x r—00 I - arccot x
. 4 |In(1+ %) 1
r—00 x = x - arccot x
VOAL
2-1-1=2.
Oduvodnéni:

ProtoZe jsme na okoli nekone¢na, mame va? = || = z. Tedy

4
lim zy/ — = hmf 2=2.

r—>00 JjQ Tx—00 I
Dale .
In(l+ 5
—_— , )
T—r00 =

Jde o VOLSF, podminka (P): vnit¥ni funkce 5 0 na P(oo, 1).

Navic
In(1+ 4
lim M =1,
T—>00 =

VOLSF, vnéjsi funkce /y je spojita v 1.
(h) © mgr}rlooa: In(z+1) — Inz]

Regeni: Uzijeme pravidla, 7e rozdil logaritmi je logaritmus podilu a spojitosti
logaritmu.

Tr—+00 T—r—+00 T T——+00

In [ lim (1 + 1> } =Inle] = 1.
Tr—+00 xX

. . r+1 : 1\*
lim z[ln(z+1) —Inz]= lim zln = lim In(14+~-] =
x

. In(1 + z?)
®) :%l—% In(1 — 22)
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Podminka P pro 22 # 0 na okoli 0.
N1 2
() zlin;oxln <1 - a:2>

Reseni:
2 —2In(1-3
lim zln (1 — 2) = lim —M VAL g 1 =
T—00 x T—00 I =
Podminka P pro —2/x? # 0 na okolf oo.
In(2 + e3%)
k) O lim —————=
(k) 2300 In(3 + e27)
Reseni:

Vytkneme. Pak pouzijte vétu o algebfe limit a spojitost logaritmu.

. In(2+ %) ~ lne¥+ ln(eg% +1)
lim —————= = lim 3 =
z—+oo In(3 + €2*)  2—+oo Ine?” + In(3: + 1)

3¢+ In(3 +1) . 3+In(% +1)/z 3+0 3
im = = =
z—+00 21 + ln(e%z +1)
(1) lim Vasinx

z—0 61’2 —1

— 1m = = .
e=+oo 24+ 1In(H: + 1)/ 2+0 2

Reseni:

. Vrsinz i \/azsinx/x2 . Vrsinz
im-——— = ——— = lim ——— =

=0 e¥? — 1 a:lir(l) (ezz —1)/x2  2-0 x?

Protoze x sin x je kladny vyraz na okoli nuly, téZ tak 22, mizeme doplnit absolutni

hodnoty.
_ 1 jwsinz|Y/2  |sinz|Y2  |sina|l/? I 1
o000 22 a0 |22 am0 |22 250 |z
. sinx . 1
= lim -lim — =1: 400 = 400.
z—0 T z—0 ‘.T}|
a® —1
(m) © lim , kde a > 0.
z—0 X
ResSeni:

Substituujme y = x + 1 a posléze y = e*. Pak mame

| |
lim nyzlzlim :1:>Iime =1.

y—>ly —1 z—=0e? —1 z—0  z

Tim jsme spocitali piiklad pro specidlni piipad, kdy a je rovno Eulerovu é&islu e.

Nyni spoc¢teme limitu pro obecné a > 0. V zavéru substituujeme y = rlna.

z_1q €:z:lna_l exlna

. . . — . oe¥—1
lim =lim———=lim———Ina=1lim — -Ina =1Ina.
z—0 T z—0 T z—0 xlna y—0 Y

a
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In(1 + 3%)

im —————=

z——oo In(1 + 27)
Regeni: Protoze 3* — 0, pokud 2 — —o0, vede k cili nenapadné rozsifen.

(n) ©

In(1+3%) W T A
x—) 00 ]n(l + 2% ) lim In(1427) 55 "n0 2T
z——oco  2°

Substituce y = 3% a z = 2% dévd (v kombinaci s faktem, ze 3 > 1), ze (3) klesa v
minus nekonec¢nu k nule

In(1+y)
L% L A R
g 202 ente\2) T 1T T
z—0 z

In(1 J
© O lm n(1+ vz + /7)
z—+oo In(1 + V& + /)
Reseni:
V citateli vytknéte v/z, dole /z (oba ¢leny s nejvyssi mocninou u x).

lim In(1+ vz + ) i In/z + In(z= 12 414 271/6)
im _
z=too In(1 4+ Yz + Vx)  a=+oo In ¥z + In(z—1/3 4+ 1 + 2—1/12)

tInz+In(x712 + 14 27Y/6)
im =
T—+400 %]nx + 11’1(.2’,'71/3 +1+ 3371/12)
%—i—ln(m‘l/Q—l— 1427 Y%)/Inx B $+0 3

im = = 2.
T—+00 % +In(z= /3 +1+27112)/Inx % +0 2

In(1+ 3%)
QO lim ————=
() z—-+o0 In(1 4 2%)
Regeni:
V ditateli i jmenovateli jsou dominantnimi ¢leny exponencialy. Vytkneme je tedy.
.o In(143*) . In3*BF4+1) . In3T+In@BT4+1)
im ——— = lim ———% =
z—+oo In(1 +2%)  2—+00 In27(27% 4 1) x—>+oo In2% 4 In(2-% +1)

zIn3+1In(37*+1) lim In3+mn(3*+1)/z

roteozIn2 +1I0(277 + 1)  wteon2 + (2= + 1))z

Véta o limité podilu a o limité sou¢tu dava (s prihlédnutim k faktu, ze 0/0c0 = 0)

~ In3+In(0+1)/(+o0) _ In3
2+ In(0+1)/(+00)  In2’

Zkouskové priklady

2. Spoctéte limity zadanych funkei
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cos(sinx) — 1

a) im ———————
( ) x—0 log\/l +$2
ReZeni:
lim cos(sinz) — 1 _ cos(sinz) —1 sin?z z? V422 -1
lm . . .
=0 logV1+ 22 250 sin? x 22 /T+22—-1 logV1+a?
1
VO:AL_§.1.2.1:_1

Pro tfeti vyraz plati

2 2 2
. x (V122 +1)
i1 e 142 —1 apVitet

Pro VOLSF mame (ve zkratce) podminky:
Prvni vnitini funkce sinz # 0 na P (O, g) (Z grafu.)

Druh4 vnitini funkce 1+ 22 # 1 na P(0,1). Plyne z vypoétu 1 + 22 # 1 na
P(0,1).

(b) lim 4/log (1 + i) (log(1 + %))’

T—00

Reseni:

. log 1
lim log 1+ 10g1+x > = lim —g log1+x )
Tr—r00 Xr—r 00 E
[log (14 32) 1 23)\
= lim 7og 3 ) . \/3. (og ; )>
T—00 b \/E
V3-0.

Prava strana jde do 0 z aritmetiky limit a ze skaly.

Plati

Déle mame

lim 710(% ( ) \f

T—r00 =
x

z dvojitého pouziti VOLSF. Podminka (P): 2 # 0 na P(c0,5).
Pak podminka (S): \/y je spojita v 1.

(O — cos(V)

) o2 1 V)
Reseni:
sinz __ sinz _ 1 1—

i (V) . cos(v@) _ . & L1 cos(v'r)

A 1011 vE) e logh (14 vE) | logk(1+ v)
— lim e2sine _ | sing (VT)? n 1 — cos(y/x) (vVx)?
a0+ Llsina z  log?(1+ /) (Vx)? log?(1 + /z)
voar , 1 1

24 121 =1,
2 + 2

Matematicka analyza 1, 2021 /22, Kristyna Kuncova 6



Podminky pro VOLSF (telegraficky):
1) (P) 3sinz # 0 na PT(0,%) (z grafu).
3,4,5) (P) v/z # 0 na P*(0,3) (z grafu).

Bonus

3. Rozhodnéte, zda plati

(FALSE) Necht funkce f(x) neni shora omezena v zadném okoli P(0,0). Pak lim, o f(z) =
+00.
Regeni: Uvazujme funkci

)1z, zeQ,
f(x)_{o, z €R\ Q.

Pak lim,_,o f(z) neexistuje, ale f(z) je neomezena.

(TRUE) Necht lim,_,¢ f(z) = +o0. Pak existuje okoli P(0,¢) takové, ze funkce f je zdola
omezena na P(0,9).
Regeni: Jde o analogii véty o limité a omezenosti.
Zvolme € = 1. Pak existuje 0 > 0 tak, ze pro Vo € P(0,0) plati f(z) € B(oo,1) =
(1, 00).
Neboli f(z) > 1 na P(0,9).

4. Necht f,g: R — R jsou funkce. UkaZte, Ze
flx)+g(x)+|flx) —glx
mace{f(2), g(a)) = LTI 2 9]

min{ ), o)} = 190~ (o) = oto)]

Reseni:

Rozborem pfipadi. Necht f(z) > g(z). Pak f(z)—g(z) > 0a|f(x)—g(z)| = f(z)—g(z).
Dostéavame tedy

f@) +g9(@) +1f(x) —g(@)] _ flx)+g(x)+ flz) —g(x) _ 2f(z)

. - 5 = =5~ = f(@) = max{f(z), g(z)}
Analogicky
f(x) + g(2) 2If(fC) —9(@)| _ f(z) +g(x) ; f@) +9@) _ 2g;x) = g(z) = min{f(z), g(z)}

Pro f(z) < g(z) mame f(z) — g(z) <0 a |f(z) — g(z)| = —f(2) + g(z) a tedy
f(z) +g(x) + | f(2) —g(@)| _ f(x) +9(x) = fx) +9(x) _ 29(x)

. - 5 = —5— = 9(@) = max{f(z), g(x)}
Analogicky
o) ) ~ ) —ole] _ J) +0) + 50 = 90) 2 _ py i ), ).
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