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Priiklady

1. Spoctéte limity

sin x

)

Reseni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

1 sinx 1
——< < -
T x T
Protoze limy_ .o i% =0, tak i
sinzx
lim =0.
r—00 I

(b) lim e *cosx
T—00

ReSeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

—e ¥ <e Pcosx <e "

ProtozZze lim,_,, £e™® =0, tak i

lim e *cosz = 0.
Tr—r0o0

(¢) lim 23 sin(x?)

z—0

Reseni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame
—3 < 22 sin x2 < x°
Protoze lim, oo £23 = 0, tak i

lim 2°sin(z?) = 0.
T—00

(d) lim T +sinz

z—oo ¢ — sinx
ResSeni: Vytkneme nejrychlejsi ¢len:

hmx—l—sinx_lim1+TV(J_AL1+O_1
oo —sing  z—oo ] — Sz 10

Limita lim,_, sinz/x = 0 podle prvniho piikladu.
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(e) lim a;cos( r+3 >
z—0+ \/5—1

Reseni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

—x < xcos z+4d <z
JT—1

Protoze lim,; oo =2 = 0, tak i

lim x cos LH =0
T—00 \/E—l o

(f) lim ete”

z—oo e¥ — e~ 7T

Resent: Vytkneme nejrychlejsi ¢len

. e 1+4+e 2 yoar 140
im ——=lim —— = — =
z—o0 ¥ — e~ T z—o0 1 — e—22 1—-0

1.

(g) lim (24 cosz)

T—00

Reseni: Limita neexistuje:

.
5
.
/\/\/\/\/\/\
1
CE I Ul T R TR TR O TR R R THE TR TR TR TR TS

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(h) lim = +sinz

T—00

ReSeni: Z jednoho policajta
r—1<zx+sinx

Navic

lim z — 1 = oo,
T—00

tedy i
lim x + sinx = oo.
Tr—r00
(i) lim e®cosz
T—r00

ReSeni: Limita neexistuje, z grafu (na obr. je kviili ndzornosti funkce e® cos(8x),
ale myslenka je stejné.)
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2
T
lim —
() Jimy =
Reseni
. 2% voar 0
lim —  ="-=0.
z—0 eT 1
(k) lim .a:
z—00 Sin T

ReSeni: Limita neexistuje. Funkce ;- neni definovana v bodech km. CoZ zna-

mena, ze pro dané € nejsme schopni najit zddné J-okoli bodu oo, kde by funkce
byla definovana. Kvili tomu oviem nedokaZzeme ovérit definici limity.

2. Spoctéte limity
(a) lim 2% —2? + 3z —8
T—00

Regeni: Vytkneme

1 3 8
lim 23 — 2% + 3z — 8 = lim 2° (1——+———> VAL (1= 0+0-0) = oc.
Tr—00 r—r00

T—$00 T

Reseni: Vytkneme

1
z2+1 . \/1+z_2VO_AL1_1

hm —_— = hm —
Z—00 x T—00 I 1 1

Limita limg_yo0 4/1 + %2 se spocita pomoci limity sloZzené funkce. Vnitini funkce je

g(z) =1+ w—lg, vnéjsi f(y) = \/y. Pro limity plati

. 1
Iml14+—==14+0=1

T—00 2

Plati podminka (S): vnéjsi funkce f(y) = /¥ je spojita v bodé 1.
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(¢) lim vz +2—+x
Tr—00
Reseni:

Rozsifime

. . rT+2—2 VOAL 2
Jm Vo2 = Ve lim e S e 70

Plati, ze lim, o v/ 4 2 = oo protoze g(x) = z+2, f(y) = \/y. Navic lim, o g(z) =
00 + 2 = 00 a limy o = 0o. Plati podminka (P), protoze  + 2 # oo na okoli
P(o0,1).

241
(d) lim var+l

T——00 X

Reseni: Vytkneme

VaZ 11 2| 1+ 32 YA 14+ 4
im ——=Ilim ————=Im ——— = lim -1-4—n = —1.
(e) lim vz +2+ Vx
T—00
Reseni:

lim vz 12+ vz " EY oo+ oo
Xr—r00

(f) lim vet+l-1

z—0 T

Reseni: Rozsitime
. \/m -1 . r+1-—1 . 1 voar 1 1
llmizhm—:hm— = _— = —.
z—0 x z—0 x(wx-}-l—kl) z—0 (\/x—|—1—|—1> 1+2 2

(&) I Vr—64+2
& m—1>I§2 3+ 8
Regeni: Rozsiiime

Jr—6+2 ) xr—6+23

lim ————— = lim
es—2 %+ 8 e==2 (J/(x — 6)? — 2v/x — 6 + 22) (a3 + 8)
i T+ 2
= lim
e==2 (Y (x —6)2 —2v/x — 6+ 4)(z + 2) (2?2 — 2z + 4)
1
= lim
7==2 (Y (x —6)2 — 2z — 6 +4) (22 — 22 + 4)
VOAL 1 1

(4+4+4)(4+4+4) 144
(h) lim z(Va?2+1-—1x)
T—00
Reseni: Rozsifime

lim a:(\/m-m) = lim

T 1
T—00 x%oo,/x2+1+x_x%oo,fc. 1+L 41 141 2
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Bonus

3. Spoctéte limity

et Vet e
(a) Jlim NEES
ReZeni:
Vytknutim dostaneme

Y o = "
3 4
) lim VT + YT+
z—+00 V2x +1
Resgent:
Vytknutim dostaneme
1 1
hm\/EJre/:EJré/:E L \/;Jrf/;_i
T—00 V2xr +1 x—)oof 2+l \/§
X

. V1422 -3
(¢) im —————

z—4 f—2

Resgent:

Rozsirenim dostaneme
i V1+2r -3 I VI+2x -3z +2y/1+2x+3
im ——— = lim =

VI —2 a4 Jr—2 Jr+2/14+2zx+3

, 142x—-9 z+2 y 2 —4) r+2 — lim 2 VI +2
= 111m = 1m
z—4 V14+22+3 224 z—4 J1+22+3 =4 J1+22+3
242 4

3+3 3

(@) Bim YEZVOEVT = o0

r—a A /x2 — a2

Resent:

Upravou dostaneme
. Vr—Va+Vr—a 1 . Vr—Va+Vr—a
lim = lim - lim =
T—a 2 — g2 z—a /T +a z—a T — a

1 NN 1 | Vi-ya _ 1

- lim

= — " |lim —F——+1| =
V2a [T7ae T —a \/2a V2a e T —a V2a,
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nebot

VE— i _

Vi@ JE+va_

T —a 1

VEtya asei—a Jr+va

ilﬂ% vV —a 7;3!11 VT —a
I T —a 1
= 11m . =
z—a 1 VT ++/a
(e) lim ( x+\/x+\/§—\/§>
r—r+00
Reseni:
Pocitejme
lim ( a:+\/a:+\/§—\/5> = lim
T—00 Tr—r00

= lim

0
- 0.
1

1
ok

z+\r+Jr—z

Jrt Ve vievE

V4T

o vrevE

+\/§:

vytknutim +/z v ¢itateli i jmenovateli a kracenim dostaneme

) 1 1 1 1 1 1
(f) lim —+1/ = — =A==/ =*+/=
z—0+ x x x T x x
Regeni:
Rozsitujeme.
1 1 1 1 1 1
TtV Gty
lim

Vytknutim /1/x v Citateli i jmenovateli a zkracenim dostaneme

lim

V1+Vz+1+z 2

1.

0
U 14 Va4 Vs 4

V prikladu je moZzné i provést substituci
limita je jednostranna, totiz ze x — 04,
prevede na vypocet

\/1—\/1’—%\/;:5:

1
T
a

= y. Pritom je dulezité, Ze ptvodni

proto y = % — +o0o. Priklad se pak

lim
Yy—+00

(oo o)
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(g) lim 213 [(1: + 1)2/3 —(x— 1)2/3]

Tr—+00
Reseni:
Rozsifenim dostaneme

2 2
lim !/?[(4+1)23—(2-1)%/] = lim 2'/%. (z+1°—(z-1) _

T—00 T—00 (;p + 1)4/3 + (x + 1)2/3(;1; — 1)2/3 + (;p — 1)4/3
4z - 21/3
oo (4 DY 4 (24 125z — 120 + (2 = 1)
. 4 4 4
= lim = =.

pooo (14 L)AB L (14 L2BA1 - 1Rt (1 -1~ 1+1+1 ~ 3

4. Urcete konstanty a a b, jestlize

2
lim <x +1—a:1:—b> =0.

z—+oo \ x4+ 1

Reseni: Pocitejme.

. x2+1 24+ l1-—ax?—ar—bxr—b
lim —axr—b) = lim =
z—oo \ x +1 T—00 r+1

201 — o) — _
— im & (1—a)—xz(a+b) b'
T—00 x+1

Limita ma byt rovna nule. To znamené, Ze v Citateli musi zmizet ¢len druhého i prvniho
radu, a tedy mame podminky

1—-a=0, a+b=0 - a=1, b=-1.
V1 -1
5. lim Y~ T2 kden e N
xz—0 xT

Reseni: Podle jiz znamého vzorce (A¥ — B¥) = (A— B)(AF 1+ AF 2B+ .. + ABF2 4
BF=1) dostaneme

vVi+z—-1

Vite—1 YA+t + /Q+a) 2+ + /(A +z)+1

lim ——— = lim =
z—0 T z—0 €T ’\L/(l—i—a;)"_l—i— {/(1—1—3})”‘2—#...4— Y(1+x)+1
. 1+z-1 1
= lim : =
0 x YA+ T+ YA+ 2+ .+ /(A +2)+1
li =
= 11m =
=0 /(1 +z) 14+ /A +2) 2+ ...+ {/(1+2)+1
1 1

141+, F14+1 n
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6. Vysetfete chovani kofenti x1 a xo kvadratické rovnice ax? +bx +c = 0, v niz se koeficient
a blizi k nule a koeficienty b a ¢ jsou konstantni, pfiemz b # 0.

ReSeni: Jde o to vysetfit limitu

a—0 2a

Chovani kofenti je rtizné. Necht x1 je kofen se znaménkem plus u diskriminantu. Potom

Vb2 —4dac—b ’ (b — 4ac) — v? —2c¢ —2¢ c

= lim
a—0

lim z1 = lim =

—— = lim = = .
a—0 a0 2a a—0 2a(v/b? — dac + b) V02 —dac+b  VB2+b b

Necht nyni zs je kofen se znaménkem minus u diskriminantu. Potom

) _ Vb2 —4dac+b
lim 2o = lim —————.
a—0 a—0 2a
V realnych ¢islech tato limita neexistuje (to je snadné dokézat, nebot ¢itatel ma pro a
dostatecné blizké nule znaménko jako ¢&islo b, zatimco znaménko jmenovatele se méni v

zavislosti na tom, zda jdeme k nule zprava ¢i zleva).

7. Necht a, A € R. Necht
lim f(z) 4+ g(x) = A.

r—a

Rozhodnéte, zda je mozné, aby pak

(a) limg o f(2) = 00, limg 4 g(2) = —o0,
Reseni: Ano. Napf. f(z) = ﬁ, g(z) = ﬁ + a.

(b) ani jedna z limit lim,_,, f(z), lim,_4 g(x) neexistovala,

Reseni: Ano. Napt. f(z) = ﬁ, g(x) = ﬁ +a.

—a
(c) existovala pravé jedna z limit limg,_,, f(x), limg_q g(2).
Reseni: Ne. Predpokladejme, 7e existuje lim,_,q f(z) = B € R. Navic lze psat
g(x) = f(x) + g(z) — f(z). Pak z aritmetiky limit mame

lim g(x) = lim f(x) 4+ g(z) — f(x) VAL 4 _ B.

r—a Tr—ra
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