12. cviceni - cela ¢ast
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte limity s celou ¢asti
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Protoze lim,,_,o 2logn = oo, tak i limy, oo <

= o0 z véty o usporadani.
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nd — [ 45] 100
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Reseni: (priklad prevzat z https://wuw2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyz
a.pdf)
Odhadneme
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S NG
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Reseni: (priklad pFevzat z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“pick/analyz
a.pdf)
Vyraz a, = v/n3 + 8n2 — v/n3 + 2n?2 lze upravit na
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Limita:
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Protoze limita je rovna 2, tak od jistého ng mame a,, > 1.
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ResSeni:
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Prve spocteme
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Pomoci pfedchoziho prikladu a aritmetiky limit dostavame
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Reseni: (ptiklad pfevzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat
icka-analyza)

Prve odhadneme
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(h) lim [\4/ nt 4+ 4n3 — n]
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Reseni: (ptiklad pfevzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat
icka-analyza)

Prve rozsitime podle vzorce
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Limita bez celé ¢asti limy, o0 an, = —/4 = 1.

Zéaroven mame odhady
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Celkem tedy

Reseni: (piiklad pFfevzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat

icka-analyza)

Prve odhadneme
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Limitu hornfho policajta spoc¢teme jako

- nyni/(n+1)" +ntl -~ nyny/(n+1)" +nntt 1 VOAL
e ()

Zavér: ze dvou policajti
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ReSeni: Ziejmé plati, ze kz — 1 < [kz] < kz, a protoze

k1) = g @) = (A1)
k=1

n—-+00

n
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je hledana limita rovna x/2 podle vty o sevieni.

Teorie

1 T
n 2

% (k;:):):i(x(l—i—...—i—n))* L (xn(n—i_l)>—x

2n2 2’

2. Bud déano x € R. Ozname [z] celou ¢ast ¢isla z a {x} = x — [z] desetinny rozvoj ¢isla

x. (Napfiklad {m} = 0,1415926....) Sestrojme posloupnost

{z}, {2z}, {3z}, ..., {nz}, ...
Dokazte, ze:

a) Je-li z celé, mé posloupnost limitu 0.

b) Je-li x racionélni necelé, tj. z = r/s, mé posloupnost hromadné body 0

1 2 s—1

151 gy g

¢) Je-li x iracionalni, vypliuji hromadné body posloupnosti cely interval [0, 1].

Reseni:

a) Posloupnost je konstantni, nebot pro libovolné celé z je na celé &islo a tedy {kz} = 0.

b) Predpokladame samoziejmé, Ze r, s jsou nesoudélna. Proto neni mozné, aby kterékoli

r o 2r (s=Dr

z Cisel T, 5. .,

bylo celé. Dokonce ani neni mozné, abychom po déleni s dostali

stejny zbytek; kdyby tomu tak u dvou ¢&isel bylo, byl by délitelny jejich rozdil. To ale

neni mozné, doslo by ke sporu s nesoudélnosti.

Zbytek je jednoduchy, nebot pro jakékoli celé k je {n%} = {(n+ks)L}, atedy posloupnost
obsahuje nekonec¢né ¢lent rovnych kterémukoli z ,,hromadnych boda“.
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c) Necht a je libovolné ¢&islo z intervalu [0,1] a volme 0 < & < 1. Sta¢i ukazat, Ze pro
takto libovolné zvolené e existuje ¢len posloupnosti {nd}, ktery se od a lisi méné nez o
E.

Podle néasledujiciho piikladu lze nalézt pfirozena &isla ¢,p tak, ze |¢f — p| = 1 < ¢,
pricemz €1 > 0, nebot € neni racionalni. Mohou nastat dva pfipady:

1. ¢0 —p = €1. Potom {gf} = e;. Dale {2¢f} = 2¢; az po né&jaké ¢islo {kqf} = keq,
kde k je maximéalni takové, aby ke; < 1. Koneéné posloupnost zbytkl €1, 2¢1, ..., key
deéli interval (0,1) na podintervalky délky e; a ¢islo a do nékterého musi spadnout. Za
vhodné n pak sta¢i vzit takové, aby ne; byl hrani¢ni bod intervalku, do néhoz ¢islo a
spadne. Potom je ziejmé [{ngf} —a| <e; <e.

2. Postup je podobny, jenom s pfihlédnutim k tomu, Ze ¢ — p = —e1, a proto je
{q0} =1 —¢1, {2¢0} = 1 — 21 dtto. Tak se opét interval (0, 1) rozsekd na malé kousky
atd.

Pomocny piiklad. a) Necht # € R a t € N. Potom existuji cela ¢isla py, ¢; tak, ze
lg10 — pe| < % Pritom 0 < g < ¢. Dokazte.

b) Jestlize 6 je iracionalni, je lim ¢ = +oo.
t—o0

Ndvod: a) Ke kazdému ¢&islu k = 0,1,...,¢ najdéme celé ¢islo ry, tak, ze 0 < kO — rp, < 1 (tzn.
ri = [k0], kde [-] znadi celou ¢ast ¢isla uvnitt). Interval [0, 1] rozdélime na ¢ intervali

1 12 t—1 ¢t
L=0-), L=|-2),..., L =|—,-).
<o) n= o) i [5)

Polozme zp = k6 —r, pro k = 0,1,...,t. VSech &isel x je celkem ¢ + 1, a proto v nékterém z
intervali vySe lezi alespoii dvé z nich, ozna¢me je xy,, %k,, kde k1 < ko. Odtud plyne, Ze &islo
|2k, — @k, | lezi v intervalu [0, }). Proto

1
0< ‘xkz —l'k1| = |(k2 - k1)9 - (Tkz _Tk1)| < ;

a stadi polozit ¢ = ko — k1 a p =1, — T, . Zbyva ukazat, ze 0 < ¢ < t. Ale to je zfejmé, protoze
ko > k1 a zaroven obé k nabyvaji hodnot mensich nez .

b) Cisla q: jsou prirozena. Pokud by posloupnost nekonvergovala do nekone¢na, muselo by
existovat nekonec¢né mnoho pfirozenych éisel ¢; < t5 < t3 < ..., kterym by pfisluselo totéz g a
tim padem nutné také totéz p. Pak by bylo

1 1
g0 —p|< — = 0<|¢f —p| < lim — =0 = ¢ —p=0 = 928,
tn t—oo t,, q

coz je spor s iracionalitou ¢&isla 6.
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