1.2 Prikiady 11

Tento vztah nam ukazuje, ze ¢itatel zlomku (samoziejmé druhym zlomkem pocinaje) se zkrati se ymeno-

vatelem zlomku nasledujiciho (pokud za nim ovsem ten nasledujici je). Uvazovany vyraz se pak podstatné
zjednodusi a bude mit tvar

1.2 n2+n+1_2 n+n+1
nn+1) 2-24+1 3 nl+n

Takto dostavame

n24+n+1

im =
n—soo  n®4n
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k* 4+ 6k + 11k 4+ 5
Priklad 1.12. Uréete lim Z 63 & _:-3)' £

Reseni. Zde muzeme byt na znaénych rozpacich, jak postupovat. Ale v ¢&itateli je mnoho¢len a mno-
hoc¢leny ¢asto umime rozlozit. Jisté by bylo pfijemné, kdyby se néktery ¢initel v rozkladu mnoho¢lenu
k* 4+ 6k? 4+ 11k + 5 zkratil proti (k 4+ 1)!. Zkusime tedy napft. zda k + 1 ned&li uvazovany mnoho¢len.
Bohuzel vsak zjistime, Ze v bodé £ = —1 ma mnoho¢len hodnotu —1. Tedy £ + 1 na§ mnohoclen nedéli,
ale z naseho vysledku plyne, ze k + 1 déli mnohotlen (k* + 6k* + 11k + 5) + 1. Odtud je pak jiz jen
krucek ke zjisténi, ze
KP4 6k* + 11k +5 = (k+ 1)k +2)(k +3) — 1.
S pouzitim tohoto vysledku dostavame
ik3+6k2+ 1lk+5 Z k+DE+DE+3) -1 _

- (k -+ 3)! & (k +3)!

n 1 n 1 n n+3
=§E_§(k+3)!=§ Zkl“
1,11 1 1 1

1! 2!+3!_(n+l)! m+2)! m+3)

Odtud
K +6k*+ 11k +5 _
P Z (k +3)!
1 1 1 1 1 1
=lm|{—4+—+4+—— — — =
n—»oo(l +2 3 1IN mt+2) (n+3)!)
1 4 L, 1_5
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Priklad 1.13. Posloupnost {a,}:°, je dina predpisem a; = 0, a, = ———— pron > 2. UrCete lim a,.

H— Q0

Reseni. V tomto piikladé je posloupnost definovana pomoci rekurentni formule. Vypoéteme-li prvni tfi
Cleny, zjistime, Ze

3 15
aq=0<am=-<a3=—.
4 16
Posloupnost {a, }7° |, alespoil na svém zacatku, ptisobi dojmem, Ze by mohla byt rostouci a shora omezena

Cislem 1. Zkusme tedy tato tvrzeni dokazat. Ziejmé a; < a,. Pfedpokladejme tedy, Ze ax < ay. pro



12 Limita posloupnosti, limes inferior a limes superior posloupnosti

viechna k = 1,2, ....n — 1. Upravujeme-li nerovnost, jejiz platnost oviem chceme teprve dokazat,
dostavame
ap < dp+1,
a1 +3  a,+3
< )
4 4
a1 +3 <a,+3,
ay—1 < dy,

pri¢emz posledni nerovnost podle indukéniho pfedpokladu plati. Pfedchozi postup ovSem nemiZeme
povazovat za diikaz, spiSe za navod k diikazu. Formalni dikaz by postupoval pifesné opaénym smérem.
Podle indukéniho predpokladu plati a,_; < a,. Odtud Gpravami dostavame

Apn—1 +3 {a,1+3,
an—1 +3 a, + 3
{ L}
4 4
ay < Qp4.

Tim je tedy dokézano, ze posloupnost {a,}3 , je rostouci. UkaZeme nyni, Ze a,, < 1 pro v8echna n € N.
Ziejmeé a; < 1. Predpokladejme, ze ay < 1 prok =1,2,...,n — 1. Potom

ais1+3 143
< —
4 4
¢imZ je omezenost posloupnosti {a,};”, dokazana. Podle Véty 1.9 ma tedy posloupnost {a,} 2, vlastni
an—1+43

limitu. Ozna¢ime lim g, = a. V rovnosti a, = ==— piSme n + | misto n. Dostavame rovnost

H—2C 4

a, =

1 ’

a, +3
i

ktera plati pro vSechna n € N. Pfechodem k limité na obou stranach této rovnosti dostdvame

aysl =

. o A3
lim a,.; = lim i
=00 n=—+00

n—oo

1
ai= Z( lim «, + 3),

1
d= Z(a+3),

a=1]

Pfipomefime, Zze lim a,., = a na zakladé Véty 1.12, protoZe posloupnost {a,_1}°°
=00

n=

| je vybrané z {a, }2° .
Ukazali jsme tedy, ze lim a, = 1.

Ukazme si ale jeélt*:, ?1032 ukon¢ime tento piiklad, jak jinak muzeme dospét k piesvédCeni, Ze ¢islo 1
by mohlo byt horni hranici posloupnosti {a,}?,. Postup, ktery ukazeme, se ndm mize hodit i leckdy
Jindy. K piesvédeni, ze a, < 1 pro kazdé n € N jsme piivodné dospéli odhadem. Pak jsme oviem
tuto nerovnost dokdzali. Miizeme v3ak postupovat i takto: Chceme-li dokézat, Ze a, < ¢ pro viechna
n € N (c ovSem zatim nezname), bylo by dobré, kdybychom byli schopni dokézat, Ze a, < ¢ implikuje
ayy) < C.

a, + 3 c+3

a, = <
1+1 4 4
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Kdyby nyni platilo % = ¢, byl by nas diikaz hotov. Z této rovnice ale ihned dostavame ¢ = 1.
Miizeme ale nabidnout je§té daldi postup pro urceni kandidata na horni hranici posloupnosti {a,}°2 ;.
V okamziku, kdy uz vime, Ze {a, }°° | je rostouci, mizeme uvazovat nasledujicim zptisobem: Horni hranici

rostouci konvergentni posloupnosti je jeji limita. Ma-li posloupnost {a,}°%, vlastni limitu, oznatme

n=|

lim a, = a. Pfechodem k limité v rovnosti a,,; = % uplné stejné jako vyse zjistime, ze a = 1.
n=—roa
Takze, ma-li posloupnost {a,}7 viibec horni hranici, potom ¢&islo @ = 1 je jeji horni hranici. A

g . 1 1 ;
Priklad 1.14. Posloupnost {q,}7Z, je dana predpisem «; > 0, a,4| = 7 (a,, + —) Urcete lim a,,.
e b3 day, n—oc
Reseni. Jedna se opét o posloupnost definovanou rekurentng, take zkusime stejny postup jako v PFi-
klad¢ 1.13. Je-li posloupnost {a, }5~, vibec monotonni, zjistime téméf jist€ druh monotonnosti srovnanim
prvnich dvou ¢élenti a; a a; = %(ai R ;17) (Nic nezjistime pouze v pfipadé a; = a,.) VySetfujme tedy
napf. nerovnost

1
a) < az, aj = —.,
aj
1 1
aiq—(apl——-), a,2<1,
2 aj
1
2a) < a) + —, a; < 1.
a

Zda se tedy, Ze pro a; < 1 by naSe posloupnost mohla byt neklesajici a pro @; > 1 nerostouci.
Kazdopéadné je ale jasné, Ze pro a; = 1 je konstantni, presnéji a, = 1 pro vSechna n € N. Predchozi
domnénka o monotonnosti je vSak velky omyl, ktery nam ukazuje, jak opatrni pii matematickych soudech
musime byt. Jak ale zjistime, Ze se jednd o omyl, a jak nalezneme spravnou odpovéd? Pokralujeme-li
v naSich predchozich tivahéch, je pfirozené snazit se v pfipadé a, < 1 dokazat, Ze naSe posloupnost je
neklesajici. VySetiujme proto nerovnost a, < a,4:

LU —

a, S [/PERN
1 1
ar < 5 (@ +=).
2 a,
1
dy f —
dy
a, <1.

(Pfi nasobeni ¢islem a, nedojde k obraceni nerovnosti, nebot’ jak se snadno dokaze indukei {a,}°2, je

posloupnost s kladnymi ¢leny.) Jist€ by tedy bylo dobré dokazat, ze a, < 1 pro viechnan € N.Pron > 2
zde dostavame

a” l L)

(o1t o)

1

n—1

IA

ls

1A

aﬁ_.: +1 < 2a,_,,

(an—l = i)l =< Os



Priklady

1. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti

(b) Ty = \/i, Tn =2+ Tpn

Reseni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

xn_\/2+\/2+...+\/§.

n odmocnin

Posloupnost x,, je ziejmé ostfe rostouci, nebot nerovnost z,.1 > =z, se
lehce ovéii (napf. umocnénim). Dokézeme, ze z, < 2 pro libovolné n;
umociiovanim na druhou totiz postupné dostavame

xn§2<:>\/2+\/2+...+f2§2<:>2+\/2+\/2+...+xf2§4<:>

n odmocnin n — 1 odmocnin

<:>\/2+\/2+...+\f2§2<:>...<:>\/§§2.

n — 1 odmocnin

Protoze posloupnost je monoténni a omezend, konverguje, tj. m& vlastni
limitu L. Tuto limitu lze nyn{ navic snadno spoéitat, nebot

limzy =limv2+ 2z,

L=+v2+1L
L=2.



90 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Nyni predpokladejme, ze {a,} je shora omezena, tedy sup{a,; n € N} € R.
Zvolime ¢ € R, & > 0, a ozna¢ime A = sup{a,: n € N}. Z definice suprema plyne,
ze existuje ng € N takové, Ze a,, > A — €. Protoze vsak {a,} je neklesajici, je
A—¢e <au, < a provsechnan € N, n > ng. Nerovnost a, < A + ¢ plati dokonce
pro viechna n € N, nebot 4 je horni zdvorou mnoziny vsech ¢lent posloupnosti
{an}. Ke zvolenému ¢ jsme tedy nalezli ng € N takové, ze

VhneN,n>ny:A—¢e<a, <A+e.

To podle definice limity znamena, ze lima, = A.

Nyni predpokladejme, ze {a,} je nerostouci. Pak lze tvrzeni dokazat obdob-
né, mizeme ale také postupovat nasledujicim zptisobem. Snadno nahlédneme, ze
posloupnost {—a,} je neklesajici. Podle jiz dokazané ¢asti véty je tedy lim(—a,) =
sup{—a,: n € N}. Podle Véty 1.5.15 odtud plyne, ze lim(—a,) = —inf{a,; n € N}.
Konecné podle véty o limité soucinu (Véta 2.3.27(b)) dostavame

lima, = lim(-1)(-a,) = —lim(—a,) = inf{a,; n € N}.

2.4.2. Dusledek. Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni.
Podobn¢ kazda nerostouci zdola omezena posloupnost je konvergentni.

Diikaz. Necht {a,} je neklesajici shora omezena posloupnost realnych ¢isel. Z Ve-
ty 2.4.1 vyplyva, ze lima, = supf{a,; n € N}. Z omezenosti posloupnosti shora
dale plyne, ze sup{a,; n € N} € R. Posloupnost {a,} je tedy konvergentni. Je-li
posloupnost {a, } nerostouci a zdola omezena, pak lze dikaz provést obdobné. =

Véta 2.4.1 umoznuje ovéfit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutné
ji explicitné vypocitat. V nékterych pripadech je ale informace o existenci limity
nezbytnou soucasti jejtho vypoctu. Tento jev ilustruje nasledujici priklad.

2.4.3. Priklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Spoctéte limitu posloupnosti {a,}, kterd je
zadana nasledujicim zptisobem:

a; = J/c, ant1 = +/an +¢ prokazdén € N. (2.18)

Reseni. Nejprve si uvédomime, e posloupnost {a, } je dobte definovan. Prvni ¢len
je definovan explicitné a je nezaporny. Predpokladame-li, ze a, je definovano a je
nezaporné, pak je definovano i a,41 a je nezaporné. Podle principu matematické
indukce je pak posloupnost {a,} definovana a jeji ¢leny jsou nezaporné.
Jellic =0, pak pro kazdé n € N plati a, = 0, a tedy lima, = 0.
Predpokladejme tedy, ze ¢ > 0. Nejprve dokazeme, Ze posloupnost {a,} je
monoténni. Ziejmé plati a; < a,. Jestlize pro néjaké n € N plati a,—; < a,, pak

an = /ap—1 + ¢ < ap + ¢ =anq1.

Podle principu matematické indukce je tedy posloupnost {a,} rostouci.
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Nyni dokdzeme, Ze posloupnost {a, } je shora omezend. Zejmé platia; < /c+
1. Predpoklddejme, ze pro néjaké n € N plati a, < /¢ + 1. Potom

an+1=«/an+c<\/\/5+1+c<\/c—i—Z\/E—i—l
=\yWe+1)2=Ve+1

Z principu matematické indukee tedy plyne, zZe pro véechnan € N jea, < /c + 1,
takze {a,} je shora omezend. Ovérili jsme, ze posloupnost {a,} spliuje predpo-
klady véty o limit¢ monoténni posloupnosti (Véta 2.4.1). Podle této véty ma tedy
posloupnost {a,} vlastni limitu. Ozna¢me ji symbolem A.

Poslednim krokem feseni bude vypocet hodnoty A. Z (2.18) plyne, ze pro kaz-
dén e N plati aZ,; = a, + c. Z véty o limit¢ vybrané posloupnosti (Véta 2.2.32)
odvodime, Ze také lima, 11 = A, a z véty o aritmetice limit (Véta 2.3.27) dostane-
me vztahy lima2 | = A% alim(a, + ¢) = A + ¢. Ziskali jsme kvadratickou rovnici
A2 =A+c pro neznamou hodnotu 4, o které zatim vime jen, Ze existuje. Vypo-
¢tem zjistime, Ze A je rovno bud %(1 + 1+ 4c¢) nebo %(1 — /1 +4c). Hodnota
%(1 — +/1 + 4c) viak nemiize byt limitou posloupnosti {a,}, protoze je to zaporné
¢islo a vsechny prvky posloupnosti {a, } jsou nezaporné. To by bylo ve sporu s Vé-
tou 2.2.44(b) (do niz bychom dosadili B = 0a b, = 0, n € N). Odtud vyplyva, ze
lima, = %(1—}—«/14—40). 2

2.4.4. Dulezitou soucasti feseni predchazejiciho prikladu bylo ovéfeni existence
limity posloupnosti {a,}. Bez tohoto kroku by bylo feseni netiplné. Uvazujme po-
sloupnost {b, } definovanou rekurentné predpisem

bl = —1, bn+1 = —bn, neN.

Za predpokladu, ze lim b, existuje a je rovna prvku 4 € R*, bychom podobné jako
v feseni Prikladu 2.4.3 odvodili, ze A = —A4, a tedy A = 0. Limita posloupnosti
{b,} ale neni rovna 0, nebot b, = (—1)" pro kazdé n € N, jak Ize snadno ovéfit.

2.4.5. Priklad. Pron € N definujeme

1 n 1 n+1
%:(H"), m:@+_) |
n n

Dokazte, ze posloupnost {a,} je rostouci a shora omezena a posloupnost {b,} je
klesajici a zdola omezend, a tedy jsou ob¢ posloupnosti konvergentni, a Ze navic
platilima, = limb,.

Reseni. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Priklad 1.8.10) plyne od-

had
1 n+2 1
14— 1+ —.
( + n(n + 2)) it n

Algebraickymi tpravami odtud odvodime nerovnost

n+ D2\ n+1
(Mn+m) 7T

’
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Podle Prikladu 2.5.4 a Véty 2.2.36 plati
n n—1
SRl TR T
Tedy opét podle Véty 2.3.27 dostavame

i ( 2-n! n ) I 2 +1
im|———+n)=limn| ——— =00
n=oo \ (n— D! +27 noet \ T o2

i 2-n! _ 2 )=
Pl R S VER L Bl UL R U (n%+ =
Protoze
0, ne{2k; keN},

sin('ﬂ): I, neldk+1; keN},

2 —1, ne{d4k —1; k e N},
dostavame celkem
kli)r{)loa4k+1 =00 a klingoa4k—1 = —0Q,
a tedy podle Véty 2.3.22 lim a,, neexistuje. ry

2.6.20. Priklad. Zjistéte, zda posloupnost {%} ma limitu. Pokud ano,
vypoctéte ji.

~ . ve , —1) 7
Reseni. Zadana posloupnost je sou¢inem posloupnosti {(3_1()_1';3} a {zln} Prvni z

nich je omezena, nebot kazdy jeji ¢len je roven bud % nebo % Druha posloupnost

ma limitu rovnou 0. Podle Véty 2.2.41 ma tedy posloupnost {%} limitu

rovnou 0. ry

2.6.21. Piiklad. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti {a,}, jestlize
5
ar =10 a ayy1 =6——, neN.
dp

Resend. Ptedpokladejme nejprve, Ze posloupnost ma vlastni limitu, kterou oznaci-
me A. Kombinaci 2.2.29(b) a véty o limité vybrané posloupnosti (Véta 2.2.32) pak
dostaneme

lima,+, = A.
Z véty o aritmetice limit (Véta 2.3.27) obdrzime

5 5
lim(6— =) =6-=,
lm( ) >

a tedy
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Tento vztah chapeme jako rovnici pro neznamou A. Rovnice ma dvé fesent, a sice
A=1aA=>5.

Zatim jsme dokazali pouze nasledujici implikaci: je-li posloupnost konvergent-
ni, pak plati bud A = 1 nebo A = 5. Zatim v$ak nevime, zda posloupnost néjakou
limitu ma. To se nyni budeme snazit dokazat, a to pomoci véty o limité monoténni
posloupnosti (Véta 2.4.1). Vzhledem k tomu, Ze a; = 10 a navic, jak snadno ov¢-
fime dosazenim, plati a> < ay, je pravdépodobné, ze limitou posloupnosti, pokud
néjaka existuje, je spise ¢islo 5 nez ¢islo 1 a ze posloupnost je klesajici.

Dokazeme matematickou indukci, ze pro kazdé n € N platia, > 5. Pron =1
je toto tvrzeni zfejmé. Piedpokladejme tedy, ze pro néjaké n € N plati a, > 5.

Potom

5 5
apy1 =6—— >6——-=25,
an 5

a tvrzeni tedy vyplyva z principu matematické indukee.
Nyni dokazeme, ze posloupnost {a,} je klesajici. Zvolme n € N. Chceme do-
kazat, ze

5
ap > Ap+1 :6__7
an
jinymi slovy
an_6+i _ 4y —6ay+5  (an—5)(an—1) o
an [277% an

Posledni nerovnost ovsem snadno plyne z toho, ze a, > 5.

Dokazali jsme, ze posloupnost {a,} je klesajici a ze pro kazdé n € N plati
an > 5, takze {a,} je zdola omezena. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
(Véta 2.4.1) je tedy {a,} konvergentni. Oznacme jeji limitu symbolem A. Podle
uvahy v prvni ¢asti feseni musi platit bud 4 = 1 nebo 4 = 5. Z toho, ze pro kazdé
n € N plati a, > 5, vyplyva podle véty o limité¢ a uspotadani (Véta 2.2.44(b)), ze
A > 5, takze moznost A = 1 je vylouc¢ena. Muzeme tudiz ucinit zavér, ze

lim a, = 5.
n—>oo

&»

2.6.22. Priklad. Nechta,a; € R, a; < ap, a pro kazdén € N, n > 2, je hodnota
a, zadana predpisem
ap + ap—1
2
Rozhodnéte, zda existuje lima, a pokud ano, spoctéte ji.

an+1 =

Resend. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé k € N plati
Aok—1 < A2k41 < A2k+2 < d2k- (2.26)
Ze zadané nerovnosti a; < a vyplyva, ze
a +ax a +ap

az = < =a
3 > P 2




1 1
xg > 0, l’n+1:§ a:n—l—x— .
n

Dokazte, ze lim x, = 1.
n—o0

Reseni: Ukézeme, Ze posloupnost je omezend a monoténni, tedy konver-
gentni. Oznacime-li potom jeji limitu L, potom musi platit

. 1 1
limzy, 1 = lim 3 (xn + )

In

1 1
L=lm-|(L+ —
1m2< +L>

odkud plyne, ze

1 1 1 9
L—hm2 <L+L> & L= L@L =1.
Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, muze byt pouze
¢islo —1 nebo +1. Protoze xg > 0, jsou vSechny ¢leny posloupnosti nezaporné
(diky rekurentnimu vzorci), a tedy —1 nemuze byt limitou, zbyva 1.
Zbyva dokazat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym prumérem (AG-nerovnost) vyplyva, ze

pro libovolné a > 0 je
1 1 1
—la+—-)>1/a-—=1,
2 a a

a tedy plati, ze libovolny ¢len posloupnosti s vyjimkou xq je vétsi nez 1.

1 1 1/1—22
$n+1_~7;n:§ $n+? _xn:§ - <0.
n n

Odtud plyne, ze posloupnost je klesajici (pficemz ostie, pokud 0 < zg #
1, nebot v AG-nerovnosti nastdva rovnost pouze tehdy, déld-li se priamér
stejnych ¢isel). Z toho, ze posloupnost je od druhého ¢lenu klesajici plyne,
7e je omezend, nebot plati, Ze

0 < &, < max{zg,x1}.

Necht 0 < a < 1. Vypoététe limitu posloupnosti definované rekurentné

vztahy
1

r1 =0, Tp+1 :$n+§(a_$i)-
Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulov4 a limita je rovna

0.



Necht tedy a # 0 a necht 0 < z, < \/a. Tato nerovnost jisté plati pro x.
Pak x,, = \/a — ¢, kde € < \/a a protoze plati, ze v/a < 1, je také € > /ae, a
proto

1

Pat = Vet s(a— (Va—e)?) = Va— e+ g (2sya <)

=Va+(Vas—e) - < Va-e* < Va.

Pfitom mdme z,41 > 0, protoze pro z,, < \/a je piirtstek 1(a — 22) kladné
¢islo. Indukef jsme tak dokdzali, ze pokud x,, < /a, potom také z,+1 < v/a.
Tim jsme indukci dokézali, Zze posloupnost je omezend a ze pro kazdé n
prirozené plati, ze 0 < x,, < v/a. Z toho plyne, ze posloupnost z,, je rostouc,

protoze

1
Tpt1 — Ty, = 5(0, — %) > 0.

7 toho plyne, ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita lim x,, =
L. Z toho plyne, ze musi platit

1 1
limz, 1 = 1im(xn+§(a—xi)) s L= L—|—§(a—L2) slP=ae L=+

Protoze ale vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, ptipada v iivahu pouze
L = \/a. Snadno se ovéri, ze vysledek plati i pro specidlni piipad a = 0.
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Tento vztah chapeme jako rovnici pro neznamou A. Rovnice ma dvé fesent, a sice
A=1aA=>5.

Zatim jsme dokazali pouze nasledujici implikaci: je-li posloupnost konvergent-
ni, pak plati bud A = 1 nebo A = 5. Zatim v$ak nevime, zda posloupnost néjakou
limitu ma. To se nyni budeme snazit dokazat, a to pomoci véty o limité monoténni
posloupnosti (Véta 2.4.1). Vzhledem k tomu, Ze a; = 10 a navic, jak snadno ov¢-
fime dosazenim, plati a> < ay, je pravdépodobné, ze limitou posloupnosti, pokud
néjaka existuje, je spise ¢islo 5 nez ¢islo 1 a ze posloupnost je klesajici.

Dokazeme matematickou indukci, ze pro kazdé n € N platia, > 5. Pron =1
je toto tvrzeni zfejmé. Piedpokladejme tedy, ze pro néjaké n € N plati a, > 5.

Potom

5 5
apy1 =6—— >6——-=25,
an 5

a tvrzeni tedy vyplyva z principu matematické indukee.
Nyni dokazeme, ze posloupnost {a,} je klesajici. Zvolme n € N. Chceme do-
kazat, ze

5
ap > Ap+1 :6__7
an
jinymi slovy
an_6+i _ 4y —6ay+5  (an—5)(an—1) o
an [277% an

Posledni nerovnost ovsem snadno plyne z toho, ze a, > 5.

Dokazali jsme, ze posloupnost {a,} je klesajici a ze pro kazdé n € N plati
an > 5, takze {a,} je zdola omezena. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
(Véta 2.4.1) je tedy {a,} konvergentni. Oznacme jeji limitu symbolem A. Podle
uvahy v prvni ¢asti feseni musi platit bud 4 = 1 nebo 4 = 5. Z toho, ze pro kazdé
n € N plati a, > 5, vyplyva podle véty o limité¢ a uspotadani (Véta 2.2.44(b)), ze
A > 5, takze moznost A = 1 je vylouc¢ena. Muzeme tudiz ucinit zavér, ze

lim a, = 5.
n—>oo

&»

2.6.22. Priklad. Nechta,a; € R, a; < ap, a pro kazdén € N, n > 2, je hodnota
a, zadana predpisem
ap + ap—1
2
Rozhodnéte, zda existuje lima, a pokud ano, spoctéte ji.

an+1 =

Resend. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé k € N plati
Aok—1 < A2k41 < A2k+2 < d2k- (2.26)
Ze zadané nerovnosti a; < a vyplyva, ze
a +ax a +ap

az = < =a
3 > P 2
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a +ay  ar+a
az = ) > ) =daj.

Odtud dale plyne, ze

as+ax ax+as

ag = 5 < 5 = ds
a podobné
asz+a az+as
a4 = > = das.
2 2

Kombinaci odhadd dostaneme
a; <az <dag <daj,

coz je (2.26) pro k = 1. Pfedpokladejme, zZe (2.26) plati pro néjaké k € N. Pak z

nerovnosti dog+1 < dag+2 odvodime

Qok+1 + dok42
A2k+1 < - 5 = azk+3-

Z této nerovnosti dale plyne

_ Qf42 T Azk41  Gok42 tA2k43
azk+3 = ) < ) = A2k +4-

Koneéné z nerovnosti a1 < dag42 dostaneme

A2k+2 + A2+

Ark+3 = - 5 < Azk+2,

a tedy
A2k+3 + Aok+2
2

Ovérili jsme tedy platnost nerovnosti (2.26) pro kazdé k € N.

Z (2.26) plyne, Ze posloupnost {az,}52, je klesajici, posloupnost {az,-1}52,
je rostouci a pro kazdé n € N plati a1 < a, < a,, takze posloupnosti {a,,}52, a
{azn—1}52, jsou omezené. Podle véty o limité monoténni posloupnosti (Véta 2.4.1)
tedy existuji vlastni limity

azk+4 < azk42-

lim a, =A a lim as,—; = B.
n—>oo n—>oo

Ze vztahu
dp—1 + ap
an+1 = —
vyplyva, ze
A+ B
p=22
2

atedy A = B. Ob¢ posloupnosti {az,}52; a {azn—1}52, tedy konverguji ke stejné
limité.
Necht k € N, k > 2. Prepiseme vzorec definujici ax ve tvaru

Ag+1 — Ak = dk—1 — dk+1-
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Necht n € N. Potom pro hodnoty k = 2,3, ..., n postupné dostaneme
asz —dz =day; —as,

a4 — a3z = dz —da,

ap—1 —dp—2 = dp—-3 —dp—1,

ap —dp—1 = dp—2 —dap,

n+1 —dp = dp—1 —A4n+1-
Seétenim vsech téchto rovnosti dostaneme vztah

ap+1 —dz =4d1 +az —ay —dp+1-

Odtud plyne, ze
A—ay=a1+a,—A— A,
a tedy
2
g Gt
3

&»

2.6.23. Priklad. Posloupnost {a,} necht je zadana rekurentné pomocivztahiia; =
laapy = ﬁ, n € N. Ukazte, ze tato posloupnost ma limitu a spoctéte ji.

Resend. Definujme funkce

f0) = 80 = S = 5, xel0.1]

Necht ¢ znadi kotfen kvadratické funkce x? + x — 1 nachézejici se v intervalu [0, 1],
tj.c = %(\/g— 1). Protoze g(x) = 1— Hix,je g naintervalu [0, 1] rostouci a pomoci
clementarniho vypoctu ovéiime, ze

e rovnice g(x) = x ma v intervalu [0, 1] pravé jeden kofen, a to c,

e x <g(x)<cprox e[0,c)ac <x < g(x)prox e (c,1].
Jelikoz pro kazdé k € N plati arky2 = g(azk) a axx+1 = g(azk—1), dostavame z
vlastnosti funkce g nerovnosti

Ay < Ag < < lpk <Aof42 < C < lpp4+1 < dApk—1 < +-<az<ay, k € N.

Posloupnosti {as } a {ax—1} jsou tedy monoténni a omezené, coz znamena podle
Véty 2.4.1, ze jsou konvergentni. Oznaéme a = limay, a b = limayk—;. Protoze

Qog+2 = glazk) = ;igif , dostavame z véty o aritmetice limit (Véta 2.2.36) rovnost

a = g(a). Proto a = ¢. Obdobn¢ odvodime, Ze b = ¢, a tedy lima, = %(«/g -1
(vizte Vétu 2.3.23). -

2.6.24. Priklad. Spoctéte limitu

1\"
lim (1 + —) )
n—o0o 2n




P¥iklad 6.2.1. UkaZeme, Ze lim

=1.

Reseni: 6.2.1. Vezméme libovolné ¢ > 0 a hledejme ng € N takové, Ze pro n > n plati

n+1_

n ‘ 1
1

Vztah 1/(1 + n) < e plati pro takovd n € N, pro kterd n > 1/¢ — 1. Polozme tedy ng = [1/e — 1] + 1.
Pokud napt. zvolime e = 1072, pak ng = 100 a v8echny ¢leny a1, a101, @102, - - - se od limity, tj. od ¢isla
1, lis méné neZ 0 10~2 = 0, 01.

1 oo
Ptiklad 6.2.2. UkaZeme, Ze posloupnost (Qn) je konvergentni.
n=1
Reseni: 6.2.2. Vypiseme-li nékolik prvnich ¢lenti posloupnosti, ziskame

(iiin)

Zda se tedy, Ze s rostoucim n € N se hodnota ¢lenti priblizuje k 0. Vyslovime hypotézu

ool =

)

NG

b

DN |

1
lim — =0,

n—oo 2M

kterou dokdZeme: Vezméme libovolné € > 0 a hledejme ny € N takové, Ze pro n > ng plati

0 :7<€.
2

2n

1‘1

Vztah 1/2" < ¢ plati pro takové n € N, pro kterd 2" > 1/¢, neboli

1
n > logy —. (6.6)

3

1
e Proe > 1 je log, o= log, e < 0, takze (??) plati pro vSechna n € N a za ng € N lze vybrat
libovolné ¢islo.
1

e Proc € (0,1) je log, o= logy e > 0. Polozime-li ng = [—log, €] + 1, pak (??) plati pro vSechna

n > ng. Je-linapf. e = 109, pak no = 20, takZe vSechny ¢leny posloupnosti asg, az1, a2, @23, ...
se od limity, tj. od ¢isla 0, lisi méné nez o 10~% = 0,000 001.

Aplikace pojmu limita

JiZ jsme vidéli, jak uZitecny je pojem limity posloupnosti pri vijpoctu odmocniny ¢isla. Podivejme se nyni na
dalsi tilohu, ve které ukiZeme ekonomicky vijznam Cisla e.
Piiklad 6.2.3 (Ekonomicky vyznam ¢&isla e). Predstavme si, Ze se ndm podafilo nalézt banku, kterd nas
pocatetni vklad tro¢i sloZzenym trocenim s trokovou mirou 100%, tj. r = 1. Ptejme se, jakou hodnotu
bude v takové bance mit pocate¢ni vklad P = 1 K¢ na konci prvniho roku, tj. ¢ = 1, jestliZe se tiroky
pripisuji kazdy okamZik, tj. pocet tirokovacich obdobi je nekone¢ny. PouZzijeme -li odvozeny vztah (??)
a oznacime-li pocet trokovacich obdobi n, ziskdme posloupnost

1 n
an:<1+> .
n

45
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(70) Z definice limity dokazte, ze
lim n = oo.

Redeni:
Méjme dle definice A € R. Musime urcit ny tak, aby

Yn > ng platilo a, > A, t.n>A,
proto ng := max{1 + |A|, 1}

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane?2



