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1. Spoctéte limitu, neexistuje-li, najdéte limes superior a inferior a hromadné body
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Reseni: Posloupnost postupné nabyvéa hodnot
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Hromadné body:

limsupa, =1, liminf a, = —1
1

lim 3 (1 — > +2(=1)"
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Reseni: Pron =2k —1, k=1,2,..., (tedy pro licha n) mame
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Pron =2k, k=1,2,..., (tedy pro suda n) mame
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Hromadné body jsou {1,5}, limsupa, = 5, liminf a,, = 1.
I 2n% + 2n + nsin 2n
im
n—o0 n.cos 3n + (2n + sin4n)

2
Reseni:

Vytkneme nejrychlejsi élen:

2n% 4 2n + nsin 2n _ 24 2 4 snin 2 1

m : = lm - 2 4n
n—oo ncos3n + (2n + sindn)?  n—ooo cosdn 4 4 4 dsindn 4 sin?dn 4 2
n n n

Protoze limita existuje, tak hromadnym bodem je jen % a limsup a,, = liminf a, =
limy, oo @y, = %

: n—1 3
lim (—1) 24—
n— 00 n
Reseni: Posloupnost nenf konvergentni. Ma jen dva hromadné body, a to limity
vybranych podposloupnosti xg, = (2 + %) a Topt1 = —(2+ %) Proto

lim sup z,, = 2, liminf x, = —2.
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Reseni: Posloupnost mé jen dva hromadné body, a to limity vybranych pod-
posloupnosti x9, = % +1axopy1 = % Proto

limsupz, =1, liminf x,, = 0.
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ReSeni: Protoze cos 5t nabyva popotadé hodnot 0, —1,0,1, jsou nenulové pouze

sudé ¢leny posloupnosti. Ty jsou rovny

2 g 1+
x =
m+1 an dn+1

$2n:1_ — 2

Liché ¢leny posloupnosti jsou nulové. Hromadné body posloupnosti jsou tedy {0, 2},
proto
lim sup x,, = 2, liminf z, = 0.
(@) lim 1+2(—1)"! 3. (1)
n—oo
Reseni: Clen n(n —1)/2 je sudy pro n = 4k a n = 4k + 1, naopak pro n = 4k + 2
an =4k + 3 je lichy. Posloupnost x,, tedy tvofi ¢tyii konstantni podposloupnosti:

Tyn = 14243 =06, Xynt1 =1-243 =2, x4p42=142-3=0, z4py3=1-2-3=—-4.

Z toho plyne, Ze limsupx,, = supz, = 6 a liminfx, = infz, = —4. Hromadné
body jsou {—4,0,2,6}.
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(h) nll_)ngo(coswn) n

Resent: Podposloupnosti x9, = 2n a 29,41 = —2n—1 rostou do +oo, resp. klesaji
do —oo. Tedy
lim sup x,, = sup x,, = +0o0, liminf x,, = inf z,, = —o0.

(i) lim —n[24 (—=1)"]

n—oo

Reseni: Posloupnost je konvergentni, protoze —n[2 + (—1)"] < —n — —oc. Proto

lim sup z,, = liminf x,, = inf z,, = —o0.

() lim AIG YA

n—oo n 4+ 1

ReSeni: Pron=2k—1,k=1,2,..., (tedy pro licha n) mame

202k —1) e
lim — = ) 9= —24+1=-1
P okl V2 +

Pron =2k, k=1,2,..., (tedy pro suda n) mame

2(2k)

2k
2\ER) 2-=24+1=3
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Tedy limsup a,, = 3, liminf a,, = —1, hromadné body: {—1,3}.
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2. (a) Necht M je konefna mnozina pfirozenych ¢isel. Najdéte posloupnost a,, takovou,

7e jeji mnozina hromadnych bodi je rovna M.
Reseni: Necht M je tvaru {m1,ma,...,my}. Hledana posloupnost je pak tvaru
ap =miy, Gz = Ma,. .., G = Mk, Qpr1 = M1, Gpro = Ma,...(cyklus pres M).

(b) Najdéte posl. a,, takovou, Ze jeji mnozina hromadnych bodu je rovna N U oc.
Reseni: Napi. posloupnost {a,} = {1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...}.

(c) Ukazte, Ze nelze najit takovou posloupnost, aby mnozina jejich hromadnych bodu
byla rovna N.
Regeni: Myslenka:
Necht {a,} je takova posloupnost, Ze mnozina jejich hromadnych bodu je rovna N.
Pak lze vybrat podposloupnosti takové, ze

1 1 1 1
ay, Gz, Gz, G4, ... —1
2 2 2 2
ai, a3, as, aj, ... — 2
3 3 3 3
ai, ay, az, ay, ... —3
4 4 4 4
ai, ay, az, a5, ... —4
Vybereme diagonalné prvky al, a3, ag, aﬁ, .... Ty vytvori posloupnost jdouci do oo,

COZ Spor.
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