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Priklady

1. Urcete limity

(a)

3" 4+ n?
lim ————
n—>oo n3 —{— n!

v,

n 2
lim 7371_4_”2 = lim %+% voar 70—’_0—0
n%oong—kn'_n%oo %3'_'_]_ B 0—|—1_ ’

(=4
lim
n—00 (_2)7’L+1 + 3n+1
Reseni: Vhodnym vytknutim plyne
(=243 3 ()" +

. 1
fim (—2)n+1 + 3n+l = lim 3n+l ~lim (Tz)n+1 +1 - § . 0+1 3

. 1"+ 2™ + 3™ + 4™ 4+ 5™

lim
n—-+o0 5,0001"
Reseni: Mohli bychom postupovat vytknutim, ale zde to jde jednodusseji. Limitu
roztrhneme pomoci véty o aritmetice limit na pét kusi.

. 1™ 427 4 3% 4 4" 4 5» i 1 n 2 "
= lim + +
n——+o00 5,0001™ n—+oco \ 5, 0001 5,0001

lim
+<5,0001> +<5,0001> +<5,0001> =0+0+0+0+0=0,

nebot v kazdé zavorce je koeficient ostfe mensi nez jedna.
. 3"+ 0+ (n+1)!

lim

n—oo  n(nb+n!)

Regeni: Nejrychleji ze ¢lent ve zlomku roste faktorial. Proto

3"+ P4 (n41)! GRS R o on+13 g
lim G ‘ = lim ‘ 5 = lim —3
n—+oo n(nb 4+ nl) n—+oo  n(n!) 1 n—+oo N e _|_ 1
. 0+0+1
0+1

. Inn+nd+iten4sn
lim
n—oo Injgn + nt + 57 4+ n3 + 4n
ReSeni: Vytkneme nejrychleji rostouci ¢len 5"

lim > l?5+5n+5n+5n+5n voar . 0+0+40+0+1 _
nvoo 51 Inggn | ot 4 5T n00 0+ 0+1+0+40

5"+5"
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(n+2) 4+ (n+1)!
n—oo (n+2)! — (n+1)!
Reseni: Vytkneme (n + 1)!:

(f)

(n+2)!+ (n+1)!

= lim

(n+1)! (n+2)+1 T

noe (4 2) — (n+ 1)l noeo (n+ 1) mt2—1  noeon+l

m 1+3/n voar
nsoon 1+1/n

. log n2))?2 1
) logl)? 1
n—oo \/n+510g n— \/n—i—Qlog n Vn
ReSeni: Rozsifime odmocniny a pak pouZijeme kalu:
21)2
. (1og(n?)) 1
”%00\/12+510g2n— \/n+210g2n Vn
~ im (log(nQ))2(\/n + 5log?n + v/n + 2log? n) '
n—00 n+ 5log?n —n —2log’n
. (2logn)? Vn+5logZn+ /n+ 2log?n
= lim 5
n—oo 3log”n Vn

4 log? 21og?
~im 2.V \/1+5Ogn+\/1+ EIL
n n

Si-

Q
IS
h
ol i

n
n—oo \/ﬁ
2. Urcete limity

(a) lim V/n?+4 2"+ 37

n—oo

ResSeni: Pouzijeme tfeti vétu a budeme zjistovat lim, o GZ—“, tedy:
n

2
(n+ 1) 4 27+ 4 g+l ~ gntl (gn%ll)

D HT 04041

lim

4n n Q1 2n
(b) Tim 7\/ + 37 sin(27)

n—oo \| 5" 4 47 cos(n!)
Regeni:
Najdeme odhady pro dva policajty.

n

4
T 4" —3" < 4" 4+ 3"sin(2") <47 44" =2-4"
Pak

4n
lim {/— < lim /47 +37sin(27) < lim v2-4".

n—oo n—0o0 n—o0

4n 1
lim {/— = lim V4" lim /- =4
n—00 4 Nn—00 Nn—00 4

ProtoZze méame
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=3

Matematicka analyza 1, 2021 /22, Kristyna Kuncova



lim V/2-4n.

lim
n—oo n—oo

2. lim V4n =4,
n—oo

tak dohromady
lim {/4" + 3"sin(2") = 4.
n—oo

Jmenovatel odhadneme analogicky

n

5
= <5 —4" < 5" 44" cos(n!) < 2-5".

Pak
. n n _

Vs =0
a

lim V2-5" =5.

n—oo
Tedy

lim {/5" + 4" cos(n!) = 5.

n—0o0

Pro pavodni limitu pak mame

A 47 + 378in(2") voar limp oo 1/47 4 37sin(27) 4

im {|———m L "= =

n—oo \| 5% 4 47 cos(n!) lim,, 00 ¥/5" + 47 cos(n!) D

(¢) lim Va™+4b"+ ¢ pro a,b,c >0
n—oo
Reseni: Bez Gijmy na obecnosti miizeme pfedpokladat, ze a > b > c¢. Potom plati,
ze

lim Va*"+b"+c* = lim a- /14 (b/a)”+ (¢c/a)” =a
n—-+4o0o

n—-+o00

podle véty o dvou policajtech, nebot /1 < ’{/1 + (b/a)™ + (¢/a)™ < V3.

Y an pn
(d) nlglgo (h) proa>b>0

ReSeni: Vytknéme a” v Gitateli a a®® ve jmenovateli. Je Va2" = a?, a tedy

< Vamr + b > — i © Y1+ (/o) | 1
a2+ 2 Vit b/a))  a

lim
n—oo

T noo 2 ’

nebot 0 < b/a < 1, a tudiz je { % <t % = {/2, a tedy limita ¢lenu v

zavorce je podle véty o dvou policajtech rovna jedné.

(e) lim T\L/((” +2)2 — (n 4+ 1)2)n+1
n—o00 ((n =+ 1)3 _ TL3 — 3712)”*1

Reseni: Upravime:

T\L/«n +22—(n+ D)

((n+1)3 —n3—3n2)""1  nooo

lim
n—oo

W] (M2 +4n+4 — (n? +2n41))n L
(n3 +3n2 +3n+3—n3—3n2)n-1
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gn—1pn—1 1+1/n)n 1

o /2L ot (1 32
nl_)H;O 3n1 nnl 1+1/nn1

/627 W (1 + 3/2n)n+1

@2n 43t \/2n+1nn+1 (1+3/2n)m+1

= 3 V" (1+1/n)n 1
, 2 1+3/2n 2 140 2
= lim V62 Va2 YA +32n+1n) — 2 2 T2
Jim V6.3 Vn? /(1 +3/2m)(1+1/n) 1+1/n 3 110 3

Plati totiz pro kazdé a > 0, k prirozené :
lim ¥a =1, lim /n =1 = lim Vn* =1

a také, ze

1< /(A +3/2n)(1+1/n) < ¥4

a krajni limity jdou k jedné, tudiz podle véty o dvou policajtech také limita

prostiedni.
) 1 2vn?4+n—n-/4" +1
) nggo n 2n2 +1

Reseni: Upravime odmocniny a vytkneme nejrychlejsi ¢len

lim 2vn?2 +n—mn-/4" + _ lim 4(n? +n) —n?4" +1)
im
n—00 n 2n2+1 n—o00 ,"/2n2+1_(2,/n2_‘_n+n, /4n+1)

. 4An? + 4n — 4"n? — n?
= lim

T () (e D e ra )

4nn2 41 n_|_7_1_4n

4nn

im —
noeo2n.n -4z 1 2 1 1
() (e Dy )

VOAL 'O—|-0—1—0
N 1(041)

= —0

3. Spoctéte limity

(a) lim {/v/374+2-27 — /30 20

n—oo

Reseni: Upravime odmocniny dle vzorce

3 42.2n 30 20 2n
VI 2. 2"+ /3nr2n 3tz i B ron

V34220 — /30 420 =

Odhadneme jmenovatele:

V3T < VB 220 /30 127 < 2/37 4227 < 2/37 + 237 = 2¢/3V/3n
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Pro limity dostaneme

lim {/V3" =3

n—o0

lim 1/2v/3v3" = /3.

n—o0

Ze dvou policajti a aritmetiky limit mame

n 2

lim ¢ = —.
n—oo \[ /30 £ 2.2 4 /31 4 21 V3

n/9n n
(b) fim — 23"
n— o0 2"/4n+\/ﬁ

Reseni: Odhadneme

V3n < {/2n 430 < /230
Ze dvou policajti je

lim /2" + 3" = 3.

n—oo

2n4n§2n/4n+\/ﬁ§ 2n24n

Pro jmenovatele

Limity:
1
lim %47 = lim 42 = V4,
n—0o0 n—0o0
lim X/2-47 = lim \/v2-42 = V4.
n—oo n—oo
Dohromady

VI s 3

lim ——— =

n—oo 2n/4n+\/ﬁ 2°

n?/n
(c) lim (—1)”4

n—o0 n3+ %/n
Reseni:
n
) n?3/n oon? ‘f 0
lim ——— = lim — . —"5—==-=0.
oy

Na celkovou limitu pouzijeme vétu o omezené a mizejici posloupnosti, tedy

2 n
n”{Yn
lim (—1)"4 =0.
n—o0 nd+ %/n
4. Jak to dopadne s posloupnostmi? (Divergentni znamena jak jdouci do nekone¢na, tak
oscilujici.)
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(a) Necht posloupnost x,, je konvergentni a posloupnost y,, je divergentni. Je mozné
Fici, ze posloupnosti a) x,, + yn, b) Tpy, jsou také divergentni?

ReSeni: Ano, soucet je divergentni. Ne, z, = %, Yn = n, pak Ty, = 1, coz je
konvergentni posloupnost.

(b) Necht posloupnosti z, a y, jsou divergentni. Je moZné Fici, Ze posloupnosti a)
ZTn + Yn, D) Tpyy jsou také divergentni?

ReSeni: Nemusi byt. Napt. z, = (=1)", y, = (=1)"*!, pak z, + 4, = 0 a
TnYp = —1.

(¢) Necht limz, =0 a y, je libovolna posloupnost. Je mozné ¥ici, ze lim(x,y,) =0 7
Reseni: Nikoli, nap¥ z, = % a Yy, = n. Pak lim, o0 zpy, = 1.

(d) Necht lim(z,y,) = 0. Je mozné ¥ici, ze plati bud lim z;,, = 0 nebo limy, =0 ?
Regeni: Také ne. Necht z, je posloupnost, kterda ma na lichych pozicich 0 a
na sudych 1. Naopak necht 3, mé na sudych pozicich 0 a na lichych 1. Pak
limy, o0 Tnyn = 0, ale ani jedna posloupnost neméa nulovou limitu.
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