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Důkaz. Je-li A prázdná, pak je zřejmě omezená, neboť každé x 2 R je zároveň horní
i dolní závorou množiny A.

Nechť je A neprázdná. V tomto případě provedeme důkaz matematickou in-
dukcí podle počtu jejích prvků. Je-li A jednoprvková, je tvrzení zřejmé. Předpo-
kládejme nyní, že tvrzení platí pro každou množinu o n prvcích. Nechť A je mno-
žina o n C 1 prvcích, tj. existuje bijekce ' W f1; : : : ; n C 1g ! A. Položme B D
f'.1/; : : : ; '.n/g. Pak B � R má n prvků, a tedy je dle indukčního předpokladu
omezená a existuje její maximum G0 a minimum g0. Položme

g D minf'.n C 1/; g0g; G D maxf'.n C 1/; G0g:
Čísla g a G jsou dobře definovaná dle Příkladu 1.5.19. Dále platí

8i 2 f1; : : : ; n C 1g W g � '.i/ � G:

Tedy g je dolní závora množiny A a G je horní závora množiny A. Proto je množina
A omezená. Protože g0; G0 2 '.f1; : : : ; ng/ � A, je g; G 2 A. Nalezli jsme tedy
minimum i maximum množiny A. Dle principu matematické indukce tedy tvrzení
platí pro všechny konečné podmnožiny A � R. �

1.6.14. Věta. Množina N je nekonečná.

Důkaz. Provedemedůkaz sporem. Předpokládejme, žemnožina N je konečná. Pod-
le Věty 1.6.13 je potom množina N omezená, a tedy existuje její horní závora v
R, kterou označíme K. Potom podle Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Vě-
ta 1.5.27) existuje n 2 N takové, že n > K. Tudíž K není horní závorou množiny
N, což je spor. �

Následující lemma může být poněkud překvapivé, protože ukazuje, že množi-
nu N � N je možné prostě zobrazit do N.

1.6.15. Lemma. Zobrazení ' W N � N ! N definované předpisem

'.n; m/ D .n C m/2 C n; .n; m/ 2 N � N;

je prosté.

Důkaz. Předpokládejme, že platí '.n; m/ D '.n0; m0/ pro .n; m/; .n0; m0/ 2 N � N.
Potom máme

.n0 C m0 C 1/2 > .n0 C m0/2 C n0 D '.n0; m0/ D '.n; m/

D .n C m/2 C n > .n C m/2:

Odtud plyne nerovnost n0 C m0 C 1 > n C m. Potom máme n C m � n0 C m0.
Obdobně odvodíme nerovnost n0 C m0 � n C m. Musí tedy platit n0 C m0 D n C m.
Odtud a z rovnosti '.n; m/ D '.n0; m0/ plyne n D n0, a tedy také m D m0. Zobrazení
' je tedy prosté. �

1.6.16. Lemma. Nechť A; B jsou množiny a f W A ! B je zobrazení. Pak f .A/ �
A.
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zobrazení gA W N ! A, které je „na“. Definujme zobrazení  W N � N ! S
A před-

pisem  .n;m/ D gf .n/.m/. Zobrazení  je „na“. Pro každé x 2 S
A totiž existuje

A 2 QA takové, že x 2 A. Existují tedy n;m 2 N taková, že f .n/ D A a gA.m/ D x.
Potom  .n;m/ D gf .n/.m/ D gA.m/ D x.

Podle Lemmat 1.6.15 a 1.6.18(a) je množina N � N spočetná, a tedy existuje
zobrazení hmnožinyN namnožinuN�N (Lemma 1.6.18(b)). Potom je zobrazení
 ı h zobrazením množiny N na množinu

S
A, což podle Lemmatu 1.6.18(b)

dokazuje spočetnost množiny
S

A.

(c) Podobně jako v důkazu bodů (b) a (c) Věty 1.6.17 stačí dokázat, že kartézský
součin dvou spočetných množin A a B je spočetný. Kartézský součin A � B je
roven sjednocení

S
a2Afag � B. Zřejmě platí fag � B � B. Množina A � B je tedy

spočetným sjednocením spočetných množin a podle (b) je tedy spočetná.

(d) Nechť A je spočetná množina a f W A ! B je zobrazení. Víme z Lemma-
tu 1.6.16, že platí f .A/ � A. Protože A � N, dostáváme podle Věty 1.6.3(b)
f .A/ � N. Odtud plyne podle (a) spočetnost f .A/. �

1.6.20. Příklad. Dokažte, že množina racionálních čísel Q je spočetná.

Řešení. MnožinaZ je spočetná, neboť je sjednocenímmnožiny kladných čísel, mno-
žiny záporných čísel a jednoprvkové množiny obsahující číslo 0. Množina Z � N
je tedy podle Věty 1.6.19(c) spočetná. Zobrazení f W Z � N ! Q definované před-
pisem f .p; q/ D pq�1 zobrazuje Z � N na Q. Podle Věty 1.6.19(d) je množina Q
spočetná. |

1.6.21. Příklad. Nechť J je disjunktní systém neprázdných otevřených intervalů
v R. Dokažte, že potom je systém J spočetný.

Řešení. Pro každé J 2 J nalezneme racionální číslo qJ 2 J . Pak je zobrazení defi-
nované předpisem J 7! qJ , J 2 J, prostým zobrazením množiny J do spočetné
množiny Q, tedy J je také spočetná. |

1.6.22. Příklad. Nechť A je nekonečná množina. Dokažte, že potom A obsahuje
nekonečnou spočetnou podmnožinu.

Řešení. Definujme induktivně posloupnost fang1
nD1 následovně. Zvolme a1 2 A li-

bovolně. Předpokládejme, že pro n 2 N jsme již definovali prvky a1; : : : ; an. Mno-
žina A n fa1; : : : ; ang je neprázdná, neboť A je nekonečná. Prvek anC1 zvolme libo-
volně z této množiny. Množina fanI n 2 Ng je nekonečná dle Věty 1.6.14, a tím je
důkaz proveden. |

1.6.23.Poznámka. MnožinaR je nespočetná.Důkaz provedeme až vPříkladu 3.8.9
a jiným způsobem v paragrafu 10.10.30.










