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36 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

Diikaz. Je-li A prazdna, pak je zfejmé omezena, nebot kazdé x € R je zaroven horni
i dolni zavorou mnoziny 4.

Necht je A neprazdna. V tomto pripadé provedeme diikaz matematickou in-
dukci podle poctu jejich prvka. Je-li 4 jednoprvkova, je tvrzeni ziejmé. Predpo-
kladejme nyni, ze tvrzeni plati pro kazdou mnozinu o n prvcich. Necht 4 je mno-
zina o n + 1 prvcich, tj. existuje bijekce ¢: {1,...,n + 1} — A. Polozme B =
{o(1),...,9(m)}. Pak B C R ma n prvki, a tedy je dle indukéniho predpokladu

omezena a existuje jeji maximum G’ a minimum g’. Polozme
g =min{p(n +1),¢'}, G =max{pn +1),G’}.
CislagaG jsou dobrte definovana dle Prikladu 1.5.19. Dale plati
Vie{l,....n+1}: g < (i) <G.

Tedy g je dolni zdvora mnoziny A a G je horni zavora mnoziny A. Proto je mnozina
A omezena. Protoze g',G' € ¢({1,...,n}) C A, je g.G € A. Nalezli jsme tedy
minimum i maximum mnoziny A. Dle principu matematické indukce tedy tvrzeni
plati pro vsechny kone¢né podmnoziny 4 C R. [

1.6.14. Véta. Mnozina N je nekonec¢na.

Diikaz. Provedeme dtikaz sporem. Pfedpokladejme, ze mnozina N je kone¢na. Pod-
le Véty 1.6.13 je potom mnozina N omezena, a tedy existuje jeji horni zavora v
R, kterou ozna¢ime K. Potom podle Archimédovy vlastnosti realnych ¢isel (Vé-
ta 1.5.27) existuje n € N takové, ze n > K. Tudiz K neni horni zavorou mnoziny
N, coz je spor. [ ]

Nasledujici lemma miize byt ponékud prekvapivé, protoze ukazuje, Ze mnozi-
nu N x N je mozné prosté zobrazit do N.
1.6.15. Lemma. Zobrazeni ¢: N x N — N definované predpisem
on.,m)=m+m?*+n, (m,m)eNxN,
je prosté.

Diikaz. Predpokladejme, ze plati ¢(n,m) = ¢(n’,m’) pro (n,m),(n’,m’) € N x N.
Potom mame
' +m +1D)2>0 +m)?+n" =o', m') =eh,m)
=m+m?+n>mn+m?>
Odtud plyne nerovnost n’ + m’ + 1 > n + m. Potom mame n + m < n' + m’.
Obdobn¢ odvodime nerovnost n’ +m’ < n + m. Musi tedy platitn’ +m’ = n 4 m.

Odtud a z rovnosti ¢(n,m) = @(n’,m’) plynen = n’, a tedy také m = m’. Zobrazeni
¢ je tedy prosté. |

1.6.16. Lemma. Necht A, B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni. Pak f(4) <
A.
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40 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

zobrazeni g4: N — A, které je ,na“. Definujme zobrazeni : N x N — | J A pred-
pisem ¥ (n,m) = gfm)(m). Zobrazeni ¥ je ,na“. Pro kazdé x € [J 4 totiz existuje
A € A takové, ze x € A. Existuji tedy n,m € N takova, ze f(n) = A a g4(m) = x.
Potom ¥(1,m) = g7m(m) = ga(m) = x.

Podle Lemmat 1.6.15 a 1.6.18(a) je mnozina N x N spocetna, a tedy existuje
zobrazeni 7 mnoziny N na mnozinu N xN (Lemma 1.6.18(b)). Potom je zobrazeni
¥ o h zobrazenim mnoziny N na mnozinu (J#4, coz podle Lemmatu 1.6.18(b)
dokazuje spocetnost mnoziny _ 4.

(c) Podobné jako v ditkazu bodii (b) a (c) Véty 1.6.17 staci dokazat, ze kartézsky
soucin dvou spocetnych mnozin 4 a B je spocetny. Kartézsky souc¢in A x B je
roven sjednoceni |, 4{a} x B. Ztejmé plati {a} x B ~ B. Mnozina A x B je tedy
spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin a podle (b) je tedy spocetna.

(d) Necht A je spocetnd mnozina a f: A — B je zobrazeni. Vime z Lemma-
tu 1.6.16, ze plati f(4) < A. Protoze A < N, dostavame podle Véty 1.6.3(b)
f(4) < N. Odtud plyne podle (a) spocetnost f(A). [

1.6.20. Priklad. Dokazte, ze mnozina racionalnich ¢isel Q je spocetna.

Reseni. MnoZina Z je spocetna, nebot je sjednocenim mnoziny kladnych ¢isel, mno-
ziny zapornych ¢isel a jednoprvkové mnoziny obsahujici ¢islo 0. Mnozina Z x N
je tedy podle Véty 1.6.19(c) spocetna. Zobrazeni f: Z x N — Q definované pred-
pisem f(p,q) = pq~' zobrazuje Z x N na Q. Podle Véty 1.6.19(d) je mnozina Q
spocetna. ¥y

- H.G.Ql. Priklad. Necht ¢ je disjunktni systém neprazdnych otevienych intervali
(4 > v R. Dokazte, Ze potom je systém g spocetny.

Reseni. Pro kazdé J € ¢ nalezneme racionalni &slo ¢; € J. Pak je zobrazeni defi-
nované predpisem J — gy, J € &, prostym zobrazenim mnoziny ¢ do spocetné
)_mnoiiny Q, tedy ¢ je také spocetna. *

1.6.22. Priklad. Necht 4 je nekone¢nd mnozina. Dokazte, ze potom A obsahuje
nckonecnou spocetnou podmnozinu.

Resent. Definujme induktivné posloupnost {a,}7> | nasledovné. Zvolme a; € A li-
bovolné. Predpokladejme, ze pro n € N jsme jiz definovali prvky ay, ..., a,. Mno-
zina A\ {ay,...,a,} je neprazdna, nebot A4 je neckonecna. Prvek a, 4 zvolme libo-
volné z této mnoziny. Mnozina {a,: n € N} je nekone¢na dle Véty 1.6.14, a tim je
dtkaz proveden. *

1.6.23. Poznamka. MnozinaR je nespocetna. Dtkaz provedeme az v Ptikladu 3.8.9
a jinym zpuisobem v paragrafu 10.10.30.



£)

£
S, £Cole upza A
2 otd.
g-Z
V¥ r ¢ seec. ( Yo ronce L onotvad,
\2al =& \%\ = Hdx4 >
SPT. S odmocacd g, &  Sex
) N= S el
2 8o VIV Py & Col. Da 4 oo (o ~or @l
™ ) oo
— g&o AN
n)

Zxveclono WANNGT ACA



Ly~ L (%) WA pX co
(O —> (420D
Vgl -
QCX\-—-Y-»/\ N
(@
R A = LoD s = (011) A\ = 3063

<> A=\n_ = o1e2) AN = (20D



' @ X -L'(Irwfjtm Y W, @

Jxl = e I

pro Q&INQ \ Y ewm O ek uae

poc};s- poel oz, welil g f i

= g &
Jotilon 3‘“"“3 Ce antl ¥ s oy Vowwuwetw G



@ Ag € L v el | o V\nw&ggm?f‘ WY

(0) %%éfl%"gm\g%/t\nfi @pn\kw?ims%:UﬂAk

N4,

0

(&) 3 2eC g‘f\'ﬁ‘-/f\l\gé’Av\gM Yostwast § = () U AL
WA 1:5“

W) Fnel, e AT 4 louiw

lwl.é g‘ﬁo g #é}h

| ie)4-k
/ oy

v Loy &
s Plnd s
- &
YN A

k-‘.“h

(b) véh@lb‘ 2e 14‘,,? W LMCE,\A&(

( P‘Eﬁ:‘ Ty ’W’“%ﬁ*é{ A o vanela Ay )
Hwe Latdbst o wadh, Sl ¢ e

Voo 3 ) sy, 2 e Ay



