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Teorie

Definice 1. e Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, jestlize existuje bijekce
A na B, piSeme A ~ B;
° Rikéme, %e mnozina A md mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny B, jestlize
existuje prosté zobrazeni A do B. PiSeme A < B; relaci ,,=“ fikdme subvalence.

Definice 2. Rekneme, Zze mnozina X je

e konecnd, jestlize je prazdna nebo existuje n € N takove, 7e X ~ {1,...,n};
o nekonecnd, jestlize neni konecéné;
e spocetnd, jestlize je kone¢na nebo ma stejnou mohutnost jako N.

e nespocetnd, pokud neni spocetna.

Véta 3 (Cantor-Bernstein). Necht A, B jsou mnoziny takové, Ze A ma mohutnost mensi nebo
rovnu nez B a B ma mohutnost mensi nebo rovnu nez A. Pak maji stejnou mohutnost.

Véta 4 (Cantor). Necht A je mnozina. Pak A < P(A).
Priklady
1. Ukaite, Ze pro koneénou mnozinu X je mohutnost jeji potenéni mnoziny |P(X)| = 21X1.
2. Ukazte, Ze
(a) No~ N. (d) NxN~N.
(b) Z =~ N. (e) Q= N.
(c) zobrazeni f : N x N — N je prosté:  (f) (0,1) ~R.

f(n,m) =(n+m)?+n
(Testujte (n’ +m’ +1)2) > (0’ + m’)2 +n'.) (g) NXRaN#%R.

3. Necht mnoziny A,, n € N, jsou spocetné. Ukazte, Ze pak |J,- ; A, je spocetna.
4. Necht mnoziny A, B jsou spocetné. Ukazte, ze pak A X B je spocetné.

5. Ukazte, ze kazda nekone¢nd podmnozina spocetné mnoziny ma stejnou mohutnost jako
N.

6. Necht f: N — N. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
ANO - NE Je-li f(N) kone¢nd, neni f prosteé.
ANO - NE Je-li f(N) nekone¢né, je f prosté.

ANO - NE Je-li N\ f(N) =0, je f prosteé.
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ANO -

7.

10.

11.

12.

NE Je-li f prosté, je N\ f(N) = 0.

Rozhodnéte (a kratce zdivodnéte), zda jsou nésledujici mnoZiny spocetné nebo ne-
spocetné:

sekvenci pismen;

(a) (0,1)NQ kterd maji za desetinnou ¢arkou jen
la9.
(b) (0,1)N(R\ Q)
(c) mnozina viech sudych N &fsel; (j) n&jaky disjunktni systém neprazd-
nych otevienych intervali v R
(d) N°
(k) mnozina v8ech slov, slovem rozumime
e) C kone¢énou (ale libovolné dlouhou)
)

(
(f

mnozina vSech bodi v roviné s

racionalnimi soutadnicemni; (1) mnozina vSech nekoneénych posloup-

(g) RxQ nost{ pfirozenych ¢isel
(h) N x {2,3} (m) mnozina vSech funkei f: {0,1} - N

(i) mnozina takovych realnych ¢isel, (n) mnoZina vSech funkei f: N — {0,1}

Ukazte, Ze nasledujici mnoziny maji stejnou mohutnost:

(a) (0,1) a (1,00) (b) (0,1), (0,00) a (1,00)

Najdéte priklad dvou riznych nespocetnych mnozin A a B tak, aby A\ B byla

(a) konecna (b) spocetnéa (nekonecna) (c) nespocetna

Pomoci Cantor-Bernsteinovy véty ukazte, ze (0,1) a [0, 1] maji stejnou mohutnost.

Bud X kone¢nd mnozina, | X| =n € N. Ozna¢me pro k € NU {0}, k < n,

()/:) = {ACX; |A|=k}.

G)l= (%)

Necht A, C C, n € N, jsou mnoziny. Ukazte, Ze plati

Ukazte, Ze plati

{zeC;{neN;z¢ A,} je konetna} = U ﬂ Ay,

n=1k=n

{z € C;{n e N;z € A,,} neni kone¢na} = m U Ay

n=1k=n
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