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Definice 1. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7ze A C X je hustd, pokud
A=X.

Metricky prostor (X, p) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetnd husta
podmnozina.

Uloha 2. (Pfiklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/anal
yza.pdf. Tamtéz opsdna nékterd feseni.)

1. Ukazte, ze R™, C" a R\ Q jsou separabilni.
Reseni:
Hleddme spocetnou a hustou podmnozinu A. Pro R je A = Q, pro C je to mnozina
bodu s raciondlnimi soufadnicemi - a = bi, a,b € Q.
Pro R”, C™ uvazujme A" - body s racionalnimi souradnicemi.

Prostor R \ Q je separabilni. Uvazujme mnozinu M := {q + m,q € Q}. Pak
M C R\ Q je spocetné.

Hustota: Zvolme z € R\ Q a uvazujme ¢islo z — w. Protoze Q je hustd v R, tak
existuje p € Q takové, ze |z — 1 —p| < e. Pak ale |z — (p+7)| < e. Tedy k x jsme
nasli blizké ¢islo p + m € M, coz bylo dokézati.

2. Ukazte, ze (C([0,1]), psup) je separabilni.
Reseni: A je mnozina viech polynomt s racionlnimi koeficienty.
Zvolme f € C[0,1]. Pak z Weierstrassovy véty existuje takovy polynom P(z) =

anx"™ + ap_12" 4 a1z + ag, ze

sup |f(z) — P(z)| <e.
z€[0,1]

Ke koeficientum a,, najdéme racionalni koeficienty b, tak, ze

n

Z’ai—bi‘ < €.

=0
(Lze z predchoziho piikladu.)
Uvazujme polynom Q(z) = b,z™ + by,_12" ' + - - b1z + by. Pak

n n
< Z\ai - bi\xi < Z la; — b;| < e.
i=0 i=0

n

Z(ai — bz)x’

=0

sup [P(z) — Q)| = sup
z€[0,1] z€[0,1]
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Dohromady
sup |f(z) = Q(z)| < sup [f(z) — P(x)[+ sup |P(z)—- Q)] <e+e.
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

3. Za jakych podminek je separabilni diskrétni metricky prostor?
Reseni: Konvergentni posloupnost v diskrétnim prostoru musi byt od jistého
bodu konstantni. Z toho plyne, Ze jedind hustd mnozina v diskrétnim prostoru je
celé X. A aby X byl separabilni, musi byt X spocetna.

4. Ukazte, ze L'([0,1]) je separabilni.

Reseni: Nechf M je mnozina takovych jednoduchych funkei, které maji hodnoty
v Q a zdroven jsou definované pomoci intervalii s raciondlnimi koncovymi body.
Pak M je hustd a spocetna.

Véta 3. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize existuje nespocetnad mnozina A C X
a ¢ > 0 takové, ze pro kazdé x,y € A, © # y, plati p(z,y) > ¢, pak X neni separabilni.

Poznamka 4. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vsech redlnych posloupnost{ {z,}, pro
néz fada 7 |z, [P konverguje. Pak definujeme metriku

o0 1/10
pp(,y) = (Z @ — y\p> :
n=0

Poznamka 5. Oznaéme [, prostor viech omezenych redlnych posloupnosti {z,} a ¢
prostor vsech (omezenych) redlnych posloupnosti {x,} s lim, . x, = 0. Oba jsou s
metrikou

Poo(xvy) = sup |$n - yn|
neN

Uloha 6. (Piiklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pd
f. Tamtéz opséna teSeni.) Ukazte, ze
1. [°° neni separabilni.

Reseni: Uvazujme P = 2V, mnozinu véech podmnozin pfirozenych éisel. Takova
mnozina je nespocetna. Pro A, B € P, A # B sestrojme x4 a xp - posloupnosti
0al.

Pak plati
poo(Xa, XB) = sup [xa — xs| = 1.
neN

Pak dle Véty 3 prostor o nemuze byt separabilni.
2. cg je separabilni.
Reseni: Uvazujme mnozinu

Ay, ={x={z;} € co;2; € Qz; =0 proi > n}
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- posloupnosti s racionalnimi ¢leny, které jsou navic od daného n nulové.

Dale polozme A = J,,cy An. Pak A je spocetnd (sjednoceni spocetnych) a hustd
Vv Cp.

Zvolme y = {y;} € ¢p. Protoze lim;_,o y; = 0, lze ke kazdému € najit ng takové,
ze pro i > ng je |y < e.

Pro kazdé i < ng najdeme r; € Q tak, ze |r; — y;| < e. Sestrojme posloupnost
i, ? < no,
€Tr; — .
0, > nyg.
Pak x € A,, a plati

sup |z; — y;| = max{sup |z; — yi|, sup |z; — yi|} < e.
€N 1<ng 1>ng

Uloha 7. Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor je separabilni. X = R2, pro A =
[al,CLQ], B = [bl, bz] mame

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
\/a% + a3+ \/b% + b3, jinak.

p(A, B) = {

Reseni: Uvazujme spocetnou hustou mnozinu M.

Pro kazdy bod z (krom pocdtku) musi blizky bod m z M lezet na polopiimce
spojujici = s pocatkem (jinak bychom §li ptes stied, coz by dalo obrovskou vzdalenost).
Tedy se ptame, jestli kazdd polopiimka obsahuje dostatek bodu z M.

Predpokladejme, ze na kazdé poloptimce lezi alespoii jeden bod z M (zaroven nemuze
lezet na vice piimkach najednou). Polopfimek je ale nespocetné - kazdd odpovida
jednomu thlu z intervalu [0, 27), coz je nespo¢etnd mnozina.

Tedy jsme ve sporu a pampeliskovy prostor neni separabilni.

Uloha 8. Oznaéme Ly prostor vsech lipschitzovskych funkei z [0, 1] do R takovych, ze

f(0) = 0. Zavedme metriku
o(f.g) = sup { |(f —g)(ﬁ - ?(jJ" —9Wl., y}

- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f — g.

Ukazte, ze prostor Lg neni separabilni.

(Zdroj: http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/29-mtr/lekce29-mtr-pmax.
pdf)

Reseni: Uvazujme M - mnozinu funkei které se rovnaji 0 na [0, 7] a pak se rovnaji
x —r pro ruzné r € [0,1]. Tato mnozina je nespocetn4.

Zvolme f,g € M s pifslusnymi r; < rg.

Obréazek: https://www.geogebra.org/calculator/w4bzzxfk

Lipschitzovska konstanta f — g je 1. Tedy jsme nasli nespo¢etnou mnozinu z Véty
3 a mnozina je ur¢ité neseparabilni.
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Definice 9. Nechf (X, p) je metricky prostor, necht ¢ > 0. Rekneme, ze M C X je
e-sit v X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, 7e p(z,y) < .

Definice 10. Metricky prostor (X, p) se nazyva totdlné omezeny, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje kone¢nd e-sit.

Poznamka 11. o Nékdy se iikd i prekompakins.
e Definici 1ze potkat i takto: Z kazdého e-pokryti lze vybrat koneéné podpokryti.

Uloha 12. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor omezeny? Za jakych je
totdlné omezeny?

Reseni: Jelikoz koule v diskrétnim metrickém prostoru jsou bud jeden bod nebo
cely prostor, je diskrétni metricky prostor vzdy omezeny.

Z téhoz duvodu je totdlné omezeny pravé tehdy, kdyz ma koneény pocet prvki.

Uloha 13. Uvazujte prostor (2. Jeho jednotkové sféra je omezena mnozina. Ukazte, ze
neni totalné omezena.
Reseni: Uvazujme M mnozinu posloupnosti a,, které maji na n-tém misté 1, jinde

Pak p(an, bn) = V2.
Zvolme tedy € = 1/8 a e-sit S. Pak ale S nemuze byt konetna, protoZze potiebuje
nekone¢né mnoho bodu (a e-kouli) aby pokryla M.

Uloha 14 (PRAVDA — NEPRAVDA).
ANO Totélné omezend mnozina je omezena.
NE Omezend mnozina je totalné omezend.

Uloha 15. Ukazte, ze uzavér totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.
Reseni: Necht A je totalné omezeny. Pak lze najit kone¢nou &/2-sit

M ={x1,z9,..., 25}

takovou, ze

Ac |J Blaie/2).

i=1,..,n

Pak A C Ui:me B(xz;,¢).

Zvolme x € A. Pak kazd4 koule se stfedem v = protind A. Specidlné tedy existuje
y € B(x,e/2) N A.

Zaroven toto y € B(x;,e/2 pro n&jaké i. Ale pak

p(z,z;) < p(z,y) +ply,z:) <e/2+¢/2=¢.

Hotovo.
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Uloha 16. Najdéte ptiklad metrického prostoru, ktery je totdlné omezeny, ale neni
kompaktni.
ResSeni: Napf. interval (2,4) - neni uzavieny.

3

Definice 17. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je souvisly, jestlize nenf sjednocenfm
dvou neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin.

Véta 18 (Charakterizace souvislych prostori). Necht (X, p) je metricky prostor. Pak
jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

1. Prostor X neni souvisly.

2. Existuji dvé neprézdné disjunktni mnoziny F, F» C X uzaviené v (X, p) a takové,
ze X = F1 U Fs.

3. Existuje obojetnéd neprazdnd mnozina H spliaujici H # X.
4. Existuje spojité surjektivni zobrazeni f : (X, p) — ({0, 1}, pgiskr)-

Pozndmka 19 (Jind definice). Prostor (X, p) je nesouvisly, jestlize existuji disjunktn{
neprazdné mnoziny A, B C X takové, ze X = AUBa ANB=ANB=1.

Definice 20. Necht (X,p) je metricky prostor, nechf J C X. Rekneme, ze J je
krivka v prostoru (X, p), jestlize existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (X, p) takové, ze
7(00,1)) = J.

Rekneme, ze mnozina A C X je krivkové souvisld v prostoru (X, p), jestlize pro
kazdé a,b € A existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (A,p) takové, ze f(0) = a a

F(1) =0b.

Véta 21 (O vztahu souvislosti a kiivkové souvislosti). Kazda kiivkoveé souvisld mnozina
v metrickém prostoru je v tomto prostoru souvisla.

Uloha 22. Které mnoziny (jsme v R?) jsou souvislé?
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Uloha 23 (PRAVDA -~ NEPRAVDA).
NE Necht A neni souvisly. Pak A nenf souvisly. Napi. (0,1) U (1,2).
ANO Necht A je souvisly. Pak A je souvisly.

NE Necht A je souvisly. Pak int A je souvisly. Napi. dva dotykajici se uzaviené
kruhy.

ANO Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly.
Uloha 24 (PRAVDA — NEPRAVDA).

NE Necht A nenf souvisly. Pak A° nenf souvisly. Napi. doplnék dvou disjunktnich
kruhu.

NE Necht A je souvisly. Pak A€ neni souvisly. Napf. doplnék kruhu.

NE Necht A je souvisly. Pak A€ je souvisly. Napf. A je nekoneény jednotkovy pruh
podél osy x.

NE Necht A a B jsou souvislé. Pak A U B je souvislad. Napf. dva disjunktn{ kruhy.

NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AN B je souvisla. Napt. kdyZz se protnou na
koncich dvé fazole.

Uloha 25. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor souvisly?
ResSeni: Praveé tehdy, kdyz m4 jen jeden prvek
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Uloha 26. Ukazte, 7ze prostor X = R?\ Q2 je kiivkové souvisly.
Reseni: Zvolme dva body x,y € X. Vytvorme usecku s krajnimi body z, y a jeji

osu O.

Pak lze najit takovy bod b € O, ze tsecky xb a zy neprotinaji Q2. Ziroveii je tato
dvojice tsecek hledana spojnice bodu z a y.

Pokud by kazd4a dvojice protinala mnozinu Q?, znamenalo by to, ze dvojic tsecek je

jen spocetné, coz je spor.

D\ A © O Z NYePLS vU US[RP 3[0A (T)
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