13. cviceni — Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Separabilni prostory

Definice 1. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze A C X je hustd, pokud
A=X.

Metricky prostor (X, p) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetna husta
podmnozina.

Uloha 2. 1. Ukazte, ze R™, C" a R\ Q jsou separabilni.
2. © Ukaite, ze (C(]0,1]), psup) je separabilni.
3. €@ Za jakych podminek je separabilni diskrétni metricky prostor?
4. % Ukaite, Ze Lebesgueiiv prostor L(]0,1]) je separabilni.

Véta 3. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize existuje nespo¢etnd mnozina A C X
a £ > 0 takove, Ze pro kazdé x,y € A, x # y, plati p(z,y) > €, pak X neni separabilni.

Poznamka 4. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vSech realnych posloupnosti {z,}, pro
néz fada )7 |z [P konverguje. Pak definujeme metriku

[e%s} 1/10
pp(,y) = (Z @ — yl”) :
n=0

Poznamka 5. Oznafme [, prostor v8ech omezenych realnych posloupnosti {z,} a ¢
prostor vSech (omezenych) realnych posloupnosti {x,} s lim, oz, = 0. Oba jsou s
metrikou
Poo(T,y) = sup [Ty — Ynl.
neN

Uloha 6 (©). Ukazte, 7Ze
1. [°° neni separabilni. 2. cg je separabilni.

Uloha 7 (%) Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor je separabilni. Polozme X = R?,
pro prvky A = [a1,az], B = [b1, ba] pak mame metriku

V(a1 —b1)2 + (ag — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
\/a% + a3 + \/b% + b3, jinak.

p(A, B) = {


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

Uloha 8. Ozna¢me L prostor viech lipschitzovskych funkei z [0,1] do R takovych, Ze
f(0) = 0. Zavedme metriku

.51 =sup { U= D= =0, )

|z — ]

- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f — g.
Ukazte, Ze prostor Ly neni separabilni.

Ndvod: Uvazujte funkce, které se rovnaji 0 na [0,r] a pak se rovnaji x — r pro riznd
r € [0,1]. Obrdzek k ndvodu: https://www.geogebra.org/calculator/wdbzzxfk

2 Totalné omezené prostory

Definice 9. Necht (X, p) je metricky prostor, necht € > 0. Rekneme, ze M C X je e-sit
v X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, Ze p(x,y) < €.

Definice 10. Metricky prostor (X, p) se nazyva totdlné omezeny, jestlize pro kazdé e > 0
existuje kone¢na e-sit.

Poznamka 11. o Nékdy se fika i prekompaktni.
e Definici lze potkat i takto: Z kazdého e-pokryti lze vybrat kone¢né podpokryti.

Uloha 12. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor omezeny? Za jakych je
totalné omezeny?

Uloha 13 (*) Uvazujte prostor [2. Jeho jednotkova sféra je omezena mnozina. Ukazte,
Ze neni totalné omezena.

Uloha 14 (PRAVDA — NEPRAVDA).
ANO-NE Totalné omezena mnoZina je omezena.

ANO-NE Omezend mnoZina je totalné omezena.

Uloha 15 (583) Ukazte, Ze uzévér totalné omezeného prostoru je totélné omezeny.


https://www.geogebra.org/calculator/w45zzxfk

Uloha 16. Najdéte piiklad metrického prostoru, ktery je totalné omezeny, ale neni
kompaktni.

3 Souvislé prostory

Definice 17. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je souvisly, jestlize neni sjednocenim
dvou neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin.

Véta 18 (Charakterizace souvislych prostorti). Necht (X, p) je metricky prostor. Pak
jsou nésledujici vyroky ekvivalentni.
1. Prostor X neni souvisly.
2. Existuji dvé neprazdné disjunktni mnoziny Fy, Fo C X uzaviené v (X, p) a takové,
ze X = Fy U Fs.
3. Existuje obojetna neprazdnd mnozina H spliujici H # X.
4. Existuje spojité surjektivni zobrazeni f : (X, p) — ({0, 1}, paiskr)-

Poznamka 19 (Jina definice). Prostor (X, p) je nesouvisly, jestlize existuji disjunktni
neprazdné mnoziny A, B C X takové, e X = AUBaANB=ANB=0.

Definice 20. Necht (X, p) je metricky prostor, necht J C X. Rekneme, ze J je krivka v
prostoru (X, p), jestlize existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (X, p) takoveé, ze f([0,1]) =
J.

f{ekneme7 ze mnozina A C X je kifivkové souvisld v prostoru (X, p), jestlize pro kazdé
a,b € A existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (A, p) takové, ze f(0) =a a f(1) =b.

Véta 21 (O vztahu souvislosti a kiivkové souvislosti). Kazda kiivkové souvisla mnozina
v metrickém prostoru je v tomto prostoru souvisla.

Uloha 22. Které mnoziny (jsme v R?) jsou souvislé?



Uloha 23 (PRAVDA — NEPRAVDA).
ANO-NE Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly.

ANO-NE Necht A je souvisly. Pak A je souvisly.
ANO-NE Necht A je souvisly. Pak int A je souvisly.
ANO-NE Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly.

Uloha 24 (PRAVDA - NEPRAVDA).
ANO-NE Necht A neni souvisly. Pak A€ neni souvisly.

ANO-NE Necht A je souvisly. Pak A€ neni souvisly.
ANO-NE Necht A je souvisly. Pak A€ je souvisly.

ANO-NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AU B je souvisla.
ANO-NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AN B je souvisla.

Uloha 25. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor souvisly?

Uloha 26 (V). Ukaite, Ze prostor R? \ Q? je kiivkové souvisly.

Figure 1: https://www.meme-arsenal.com/en/create/template/805594
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