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16.7. POCETNI PRIKLADY K FOURIEROVYM RADAM 861

do Fouricrovy fady na R, kterd obsahuje pouze ¢leny se sinnx. Rozhodnéte, zda
fada konverguje na R a pokud ano, uréete jeji soudet. Pomoci této fady pak uréete
soucet ¢iselné fady

2 DRk + 1)

Il ) o S :
e 2k +1)2 —4

Reseni. Polozme

cosax, x € (0,m)+ 2km,
g(x) = {0, x =kx, kelZ.
—cosax, Xx € (—m,0)+ 2km,

Pak g je lichd funkce s kone¢nou variaci, a tedy jeji Fourierova fada konverguje ke

.,
Pii vypoctu jejich koeficentit mame a, = 0 diky lichosti g a

2 T
by = — cosaxsinnxdx
T Jo

2 : QP :
= — | —sinnxsinax| — — —cosnxsinax dx
mla o Tl a
2n 7 ;
= cosnx sinax
ma Jo

—2n [—1 G i
= —— | —cosnxcosax| + — —sinnx cosax dx
a

b 27] o Tmaly
2n n?

= — [(-1)" cos(am) - 1] + —5bu.
Ta a

Predpokladejme nejprve, ze a ¢ N. Pak z pfedchoziho plyne

e n_(azzi—nzj [(=1)" cos(an) — 1], neN.

Pokud a = k pro néjaké k € N, pak

2 T | T
by = —f sinkx coskx dx = —f sin2kx = 0.
T Jo T Jo

Tedy Fouricrova fada g mé tvar

RS

oo " .
Z 37— [(=1)" cos(ar) — 1] sinnx.
s & =



882 16. FOURIEROVY RADY

Nyni uvazujme a = 2a x = Z, pak mame

1 2 i [(=1)" —1)sinnZ
—l == = = — 1|8 Nn—
cos T -”,,=l‘,,%2 >
_ gi (=D + 1)

B 4 (@kA1)2

A4S (—D)Fk+ 1)
_EZ Qk +1)2—4"

k=0
Tedy

i D%k + 1) T

k12 —4 1
= @k+12 -4 4
16.7.6. Priklad., Rozvirite funkci

f(x) = sign(sin3x), x €0, 7).

do Fourierovy fady na R, kterd obsahuje pouze ¢leny s cosnx. Rozhodnéte, zda
fada konverguje na R a pokud ano, urcete jeji souéet. Pomoci této tfady pak uréete
soucet ¢iselné fady

o 1
fom B3k 4+ 1)(3k + 2)
Resent, Uvazujme sudé 2x-periodické rozéiteni f na R, tj. funkei
I, x€((-m—-37)U(=%,0U(©o, UG ) +2%knkel,
gx) =40, x=Z%kkeZ,

-1, xe((-37-2)U(Z. %n)) +2knk € Z.

Dle Véty 16.4.3 konverguje Fouricrova fada g k funkci

I x=knkelZ,
h(x) = et
g(x), jinak.
Spoctéme koceficienty této fady. Jelikoz je g sud4, plati b, = 0 prokazdén € N.
Jinak mame

2 " 2
ap = —-/ g(x)dx = =
T Jo 3
i
2 T 2 I ?grz i
ay = —/ g(x)cosnxdx = = f cognxdx—f cosnx dx+[ cosnx dx
T Jo T \Jo B 3

1]
I
R
3
la
|
L]
=
o



16.7. POCETNI PRIKLADY K FOURIEROVYM RADAM 883

Tedy
0, n € {6k, 6k + 1,6k +3,6k + 5,k € N U {0},
an={%8 ;1 =6k+2keNuUI{0.

mwn ?

48y =6k +4,k € NU{0).

Tn

Proto mé Fouricrova fada funkce g tvar

I o= G o 1
§+Zar,,cos;z.x=§+——2(6k 2c05(6k—2)r—

T

3 cos(6k + 4)x) .

n=1

Pro x = 0 miame

1 . d4/3& 1 1
._; —_—— b e S
b=nE)=gt= M(ék+2 6k+4)
1 23 & 1
30 m G+ DEk+2)

Odtud plyne

o0 T
Z Gk + 1) (3A+2) 3J§‘

16.7.7. Priklad. Pro« € [0, n] seététe fady 3°°° | ‘”f% 8 N E’j—?zﬂ.

Resent. Uvazujme funkei f(x) = X-aa] € ([~7, 7]) a rozvinime ji do Fouricrovy
fady. Mdame

| B 2
a=~[ feyde==
A i

an = l Sf(x)cosnxdx = — nelN,
T

o b4 n

T 1 [sinnx]a 2sinno
- nm

Diky sudosti funkce f jsou pak vicchny koeficienty b, nulové.
Podle Véty P? plad

f |f()? dx = an + Z m(a? + b2).

n=l1

Tedy dostavime

oo
7 O‘.' sm -']'Ct’
= Z ez
= n2mn?

(SN

z ¢choz plyne

i sinne a(r — )

n? 2

n=l1
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Dale plati dle Pitkladu ?P? vztah
P

- oo o0 - ¥ [="s] 3
b4 1 sin” nu cos* no
=) 5= +) :
6 n? o n? 2

1
n=1 n n=1 !

z které¢ho plyne rovnost
Py

oo
Z cos?na w2 —37ma + 32

n? 6
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Pisemka z 10.2.2006 - reieni 4

4. [7b] M&jme f(x) = cos 3z na (~Z,2), f(z) =0 na (—n, —%) a (%, ) a dile periodicky s periodou 2.

1. Rozviiite tuto funkei do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkei konverguje vyslednd
fada a pro¢.

2. Napiste Parsevalovu rovnost a vypottem uréitého integralu v ni seététe piisluinou &selnou fadu.

Reseni: Funkce je suda, tedy:

= .

¥ 2 G
ag——-E/ cosS:rda::[—sinB:u} :i,
T Jo 3 o 97
a déle . _
& §
Ty = 2/ * cos 3z cosna da = / (cos(3+n)x + cos(3—n)z) dz .
0 0

Je vidét, ze vypoélet bude vypadat jinak pron =3 a jinak pro n # 3. Pro n = 3 mame

=

3 1R, Foroow
Tag = -/1; ((:0562 - 1) dr = E[smﬁxh + 5%’
zatimco pro n # 3 je
m 1 m i
Ty = §+_ﬁ. [sin(3+n)m]: + 3—_; [Sil’l(:}—ﬂ):ﬂ]oﬁ =
1 1 T 1 1
= 3-{——?1 Si[l(3+n);—r =+ msin(“i_n)% = m cos-n% + 3—-_—n cOs n% =
(] T

= mmsng.

Fourierova fada mé proto tvar

. cos BT cosna

11 6 :
F;(m)—§+gc093m+;n=§#qTﬂ?—-,

a protoZe zadand funkce je po ¢dstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkee i derivact ve
viech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova ¥ada bodové pro viechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

" 2
Parsevalova rovnost (v nasem pifpads 2 9 cos? 3zdz = % + %0 a2) davé:

1. @ 1 36 <& cos?az
Sty Y o
6 072 36 x2 i (9 — n2)?

pripadné:

i cos? 2% 52 1

O—n2? — 1296 163"
i, (0127 T 1206 162
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Pisemka z 11.1.2006 — refeni 4

4. [7b] Funkce f splije: f(z) = 0 na (-, —7/2), f(z) = = na (0,7/2), navic je suda a 27-periodickd na R.
Rozviiite ji do Fourierovy fady, urdete, jakym zpisobem tato fada konverguje a k jaké funkei. Dosazenfm
x = § do Fourierovy fady seététe prislusnou éfselnou fadu.

ReSeni: Ze sudosti dostdvime

2 fE T
b, =0, (10‘—_—/ zdr = —,
T Jo 4
a dile g 7 3
anz—/ ICOSHJ:J;C:---Z——(28()S£+?Tﬂ8i11£-2) .
7 Jo mn? 2 2

Fourierova fada mé4 proto tvar

oo
1 T ., TN
+Z — (21:05-2— +?rn3mJ? —2) cosne ,

Fy(z) = T

oo

n=1

a protoZe zadand funkce (oznaéme ji f) je funkece po édstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami
hodnot funkee i derivaci ve viech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova fada bodové pro viechna
x € R a plati

Fy(z) = M—;—Kﬂ pro viechna xz € R. (3)

Pfi dosazeni bodu @ = I do (3) tedy na pravé strand rovnosti dostaneme T, nacez dostaneme

T =1 T . TN ™ T
§+;@(26037+WHSII1T_2)COS?=Z'

ProtoZe sin I cos 0= %sin 7n = 0 pro viechna n € N, mdame odtud
o Cos? I — cos Tt g2

n2

n=1
coZ je jedna z moZnych forem vysledku. Je viak mo#no si jestd uvédomit, ze vyraz cos? I — cos Z2 je
nenulovy pouze pro n = 4k + 2, a pak méd hodnotu 2, tedy

2 o 2

oa
ST R G VoiicenolE
o (4k+2)2 T 16 —~(2k+1)2 " 8’

coZ je jednodudsi a prehlednéjif forma vysledku.



1 . 1.
= ——smx+§sm br

V tomto ppadé by = —7,bs5 = § a ostanf koeficienty jsou nulové.

(b)

4 s 5 1 + cos 2« 1+ cos 2z\°
cos” x = | pouZiji vztah cos® o = S = &S s e

1
Sy (14 2cos 22 + cos® 22) = (pouriji stejny vatah pro cos? %) &=
1

+1oq2x+l+CUS4x 3+1c052r+1cos4m
= — — D& B ——— — i - ;
4 2 8 8 2 8

V tomto pHpadé ag = 2,0, = 1, a4 = 3 a ostatni koeficienty jsou nulové.

U tohoto piikladu vidime, e ne vzdy je tfeba pocitat Fourierovy koefici-
enty pres integrily. Pokud mém soucet, soudin & mocninu goniometrickych
funkef, je nékdy moiné pouzitim vztahi, které pro né plati, pfevést funkci
na linedrnf kombinaci funkei cos nz,sin nz. Ziskdme tak vlastnd Fourierovu

Fadu dané funkce s konefnym poctem nenulovich koeficientt.

Priklad 2. Pomoci koeficienttt ay,, b, Fouricerovy fady 27-periodické funkce
y = J(z) vyjédrete koeficienty al,, V!, posunuté funkee y = g(z) = f [ o) 8

kde h > 0 je kladnd konstanta.

Reseni:

Piivodni funkee je y = f(z), jeji koeficienty jsou
1 ™
e 2 —f f(z) cos nzdz,
TS

by = —}/ f(x) sin nz dz.

11



Funkce y = f(z + h) m4 koeficienty

. = / J(z + k) cos nadz = (pouZiji substituci ¢t =z + k) =
=N

=l

| =

w+h
= / f(t) cos(nt — nh) dt = (pouZiji vzorec pro kosinus rozdilu)

ik m--h

(1 préh 1 [7th
= i—/ f(t) cos nt dt} cos nh + {—/ f(t) sin nt dt} sin nh =
LT J—z4h T J—r+h
m+h o w+h —-w+h -
(nyni vyuziji toho, %e plati: = +/ _/. =/ ‘
—m-+h - T -7 —

protoZe z toho divodu, %e funkce mé periodu 27, maj druhy

a tleti ¢len opacnou velikost, takZe se odedtou)

. E/_ F(t) cos ntdt

cos nh + E/ f(t) sin nt dtJ sin nh =

= a, cos nh + b, sin nh

l ki
b, = :/ f(z + h) sin nxdz = (pouziji substituci ¢ = z + h) =

T
= —/ f(t) sin(nt —nh)dt = (pouziji vzorec pro sinus rozdilu)

m

—+h
i 1 m+h 1 T+h
— —/ f(t) sin nt dt} cos nh — [—/ f(t) cos nt dt} sin nh =
LT J—m+h T J-rmith

(upravim meze jako u koeficientti a,, :)

r ™ 1 ™
= l/ f(t) sin nt dt} cos nh — {—/ f(t) cos nt dt} sin nh =
LT Jn L

= b, cos nh — a, sin nh

Priklad 3. Necht y = f(z) je funkee integrovatelnd na (—, 7). Dokazte, e
pro koeficienty ay, by Fourierovy fady funkce f plati:

(a) Je-li f periodickd s periodou 7, tj. f(z) = f(z +7) pro kazdé z € R, pak
Qgg—1 = bog—1 = 0 pro kaZdé k € N.

12



(b) Je-li f tzv. antiperiodicka s antiperiodou , tj. f(z+7) = —f(z) pro
kazdé x € R, pak ag = ay, = by, = 0 pro kazdé k € N.
Resent:

(a)
1 m 1 0
Q-1 = — f(@) cos (2k — 1)z dr = - [ f(x)cos (2k — Dadx +
1 I -
+ = / f(z) cos (2k — 1)z dr = (u prvntho integralu provedu substituci
T Jo
1 i
r=r+7)= = / f(x+7)cos (2k — 1) (2 + 7) dz +
™ Jo
¥ % / f(z) cos (2k — 1) dx = (pouZiji vztah pro kosinus souctu a
0
vyuZiji, Ze plati f(z) = f(z + 7)) / f(z) [cos (2k — 1)z cos (2k — 1)7
—8in (2k — 1)z sin (2k — 1)7] dz 4+ = / f(z)cos (2k — V)xdx =
T Jo

= ~lf [ () cos (2k — l)ardx-i-i/ f(x)cos (2k — Vaxdz =0
T Jo T Jo

bop—y = / f()sin (2k — D dx = f( ) sin (2k — D dx +
+ g A f(x)sin (2k — 1)z dz = (u prvntho integralu provedu substituci
r=xz+7)= %/ﬂﬂf(err)sin(%& )(z+n)de +
- % '/: [(z)sin (2k — 1)z dz = (pouZiji vztah pro sinus souctu a
vyuZiji, Ze Ze plati f(z) = f(z + 7)) = / f(z) [sin (2k — 1)z cos (2k — )
+ cos (2k — 1)z sin (2k — 1)7] dz + ;fo [(x)sin (2k — 1)z dx =

- /* f(x)sin (2k — D dx + : /T:f(:z:)sin (26 — D)xdz =0
T Jo T Jo

13



(b)
1 w ‘ 1 0
Aoy = :T-/ S(x)cos (2k)z dx = :/ f(z) cos (2k)x dx +
7 - T s
A+ é/ f(z) cos (2k)x dx = (u prvniho integralu provedu substituci
T Jo
r=x+m / f(x+ ) cos (2k)(x + 7)) dz +
+ % / f(z) cos (2k)z do = (pouZiji vztah pro kosinus soudtu a
S0
vyuZiji, Ze plati — f(z) = f(z + 7) / f(z) [cos (2k)x cos (2k)7
+sin 2K}z sin (k)] do + 1 / £() cos (2k)z dz =
0

- _i /OF J(z) cos (2k)z dz + ‘:.F f; f(z)cos (2k)xdz =0

bap = %fi f(z)sin (2k)x dx = %/_i f(z)sin (2k)z dz +
= %]{: f(z)sin (2k)x dz = (u prvniho integralu provedu substituci
rT=x+T) f f(x+m)sin (2k)(z + =) dz +
+ %/0 f(z) sin (2k)z dx = (pouZiji vztah pro sinus soudtu a
vyuZiji, Ze plati — f(z) = f(z +7) / f(z) [sin (2k)x cos (2k)x
+ cos (2k)x sin (2k)7] dx + % /{; f(z)sin (2k)xdx =
= *% /u' f(z) sin (2k)x dz + ;IT—/UT flz)sin (2k)zdxz =0

Priklad 4. Naleznéte Fourierovu fadu funkee f(z) = sgn(z) na intervalu

(=, 7).
Pro kterd x nalezend fada konverguje a jaky je jejf soucet? Pomocf vysledku

urdete soucet nekonené fady
! 1 i 1 1 2 1
3 b6 7T 9
14
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