11. cviceni — Fourierovy rady
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Definice 1. Necht f: R — R je 2m-periodicka funkce takova, Ze ffﬂ f(z)dx < occ. Cisla

1 ™

ap = — f(x) cos kx dx, k € Ny,
™ —T
1 [7 )

b, = — f(x)sin kz dz, k e N,
™ —Tr

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Radu
ap >
Sf= 5 + Zakcoskx—l—bksmkx
k=1
nazyvame Fourierovou Tadou funkce f. PiSeme Sf ~ f.
(Snf =%+ 31 apcoskx + by sin kx, jde o Eastecné soucty.)

Véta 2 (Jordanovo — Dirichletovo kritérium). Necht f € P([0,27]) je funkce s kone¢nou
variaci na intervalu [0, 27].
1. Necht z € R. Pak méa funkce f v bodé x vlastni limitu zleva f(x—) i zprava f(z+) a

plati

55y = L)+ 102)

2. Je-li navic f spojita na otevieném intervalu (a,b), pak

loc

Snf=f na (a,b).

Véta 3 (Dini). Necht f € P([0,27]) je funkce a z € R. Existuji-li vlastni jednostranné limity
f(z—) a f(x+) a také vlastn{ limity

i SO =@ S~ fee)

t—r— t—x TotSa+ t—x ’

pak

f(a) + flam)
5 :
Speciélng, pokud f mé koneéné jednostranné derivace v z, pak Sf(z) = f(x).

Sf=

Poznamka 4. Je-li funkce f € P([0,27]) po ¢astech monoténni na (a,b) nebo po €astech
t¥idy C! na (a,b), pak pro kazdé = € (a,b) plati

flat) + fla=)

Sf(a) = =

Fakta

Pro m,n € Ny:

2 27 27
/ sinnxd:p:/ cosmxdr =0, m,n>1, / sinnzcosmxdr =0,
0 0 0

2 2
T : T 0, n#m
sinnxsinmx dr = cosnxrcosmzdr =
0 0

m, n=m.
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Hinty

x —T T —X
et —e +e
sinhy = ——— coshx =
2 2
et = ¢(cos(b) + isin(b))
einx _ e—ina} einx 4 e—inx

sin(nz) = Im ™ = cos(nz) = Ree™® =

23 2

Algoritmus

1. Naértneme funkci véetné jejtho 2m-periodického rozsifeni.
Spoc¢teme ag, an, b, (ddvame pozor na podminky). Neni funkce suda/licha?

Sestavime Fourierovu fFadu.

=W N

Zkontrolujeme ptivodni funkci. Je spojita? Je BV? Je C'? Z vét pak vyplyne konver-
gence Fourierovy fady.

5. Dosadime vhodny bod do ¢iselné fady a vyuzijeme konvergenci.

Algoritmus pro sinové/kosinové fady

Y2

1. Naértneme funkci a udélame jeji lichou/sudou kopii. Az pak rozsitime 27-periodicky.

2. Postupujeme jako pfedtim. Vyuzivame lichosti/sudosti funkce.

Piiklady

1. Rozvinte funkci do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje stejnomérné (lok.
stejnomérné) na nejvétsich moznych podintervalech [0, 27] (pfip. R) a urcete jeji soucet.
Urcete pak soucet zadanych ¢iselnych fad.

X 1 \n+l
(a) f(z) =sgnz, x € (—m, 7, Z (2711)_1

n=1
(b) © f(x) =cos®x, x € (—m,7]
0, x € (—m, 0]
z, z € (0,m].
° X (_1\n+l
@ f@) =t ae(-ma, Y 5 3 Y

n?’
n=1 n=1

(="
n2+1

© #f@) =c" ae(-ma, Y

n=1

= (=1)"Hsinn
(f) f(x) = sin(3z) + 4o, w € (-mo7], Y (1>n
n=1
1, xz € (0,m)
(g) f(z)=40,  x€(m2m)
%, z=0,m 27

(h) Bf(x) =22 2 € [0,2m),
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2. Dokreslete funkci na m-periodickou, 2m-periodickou lichou a 2mw-periodickou sudou:

3n/2

2n

s5m/2 3n /2

3n/2

2n

5n/2 3n m/2

2 [}
1
m/2 -3n -51m/2 -2n -3n/2 - -n/2 0 "=ﬂ‘/'2
=1
2 )
1
/2 -3n 5n/2 -2n -3n/2 R n/2 ) MY P
-1
2 )
1
/2 -3n -5n/2 -2n -3n/2 - n/2 o T2
-1

3n/2

2n

5n/2 3n /2

3. Rozviiite funkei do sinové/kosinové Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje
na R a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet ¢iselnych rad.

(a) Sinovou i kosinovou f(x) = x na [0,7)
(b) ® Kosinovou fadu f(z) = e” na [0, )

(c) & Kosinovou fadu f(z) =sinzx na [0, 7)

i (—1)"*lsinn
n=1 n

(d) 3 Sinovou fadu f(z) = cos(az), a > 0 na [0, )

= (-1)"(2n+1)
2 (2n +1)2 -4

(e) Kosinovou fadu f(z) = sgn(sin 3z) na [0,7)

1
Z (3n+1)(3n +2)

n=0

(f) % Kosinovou fadu
cos x, rel0,%
) = { o8l

—cosz, r € (5,7

(g) Sinovou fadu f(z) = cos 2z na [0, )
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4. Zkouskové pisemky doc. Rokyty:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“rokyta/vyuka/
a) O f(xr) = |cos%| na R. Rozvifite tuto funkci do 2m-periodické Fourierovy fady.
2

Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a pro¢. Dosazenim x = 7 sectéte
prislusnou ¢iselnou radu.

(b) 2S f(z) = sinhaz na [0,7), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo
mozno rozvinout do 2m-periodické Fourierovy fady, obsahujici pouze siny. Tuto
fadu spoctéte. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledné rada a proc.

5. K jaké funkci konverguje nasledujici funkce? Zakreslete.

e

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3ea3f.htm

Hi Dr. Elzabeth?
Yooh, vh.. T acc‘-dcrrh\b teok
the Fourier transfocm of @y cat...

gﬁ f;deaw'_

Figure 2: https://xkcd.com/26/

9010ZA

[e18oqur yuxeidwioy + yuis oxd sidpagd (qf) oqoau eepusuodxe xa[dwoy ogau serred 1od xg (og)

oo10zA “1deu (ey) eoouauodxe xoidwoy oqau soyred 1od xg (qg)

Aspurupod eu 10zod ‘ed10zA rearagur eu xozod (yr)

oqau eepusuodxe xo[dwoy oqou sejred rod xg (J¢) Tguls = rguts (J1)
Ayurupod eu eaUsuodxe xoidwoy oqoau sojred rod xg (97)

10zod ‘elerousuodxe -xa[duroy oqau sejred rod xg (Pg) Fesos T = T ¢SO0 (qr1)
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