10. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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Definice 1. Necht f : [a,b] — R. Variaci funkce f na intervalu [a,b] definujeme
predpisem

Vy(f) = sup {Z (i) = f(zi-1)]; {zi}ig je delent [a, b]} :
i=1

Rekneme, Ze funkce g : I — R mé na intervalu I C R omezenou variaci, jestlize existuje
K € R takové, ze V.’(g) < K pro kazdy interval [a,b] C I.
Mnozinu vsech funkei s omezenou variaci na intervalu I znac¢ime BV (I).

Véta 2. Necht f : [a,b] — R a ¢ € (a,b). Pak f € BV([a,b]) pravé tehdy, kdyz
f € BV([a,c]) a f € BV([¢,b]). Navic

VL () = Vi + V2.
Uloha 3. Spoctéte variace nésledujicich funkef:

1. 22 na [0, 1],

Reseni:

Pro monoténni funkce plati, ze V2(f) = |f(b) — f(a)|. Tedy Vg (2?) = [12 — 02|
2. 2% na [-1,1],

Reseni:

7 véty 2

V3(a?) = VO (a?) + Vi (z?).
Na danych intervalech je monoténni, tedy V2, (2?) = [0 — (—1)?| + |12 — 0% = 2.

3. sinz na [0, 107],

Reseni: Po rozsekan{ intervalii tak, aby tam byl sin 2 monoténni, vyjde V0™ (sin ) =
20.

4. LasinZE| na [—4, 4]
Reseni: 7 grafu je vidét, Ze intervaly lze opét rozsekat tak, aby tam funkce byla
monoténni (i kdyz ne nutné spojitd). Zkontrolujeme hodnoty v bodech —4 a 4 a
pak poscitdame skoky nahoru a doli. Vyjde V4,(f) = 10.

https://www.geogebra.org/calculator/ccpnefwv
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Uloha 4. Ukazte, ze Dirichletova funkce

= 0, zeR\Q
17 € e Q7
nemd konecnou variaci na [0, 1].
Reseni:
Zafixujme pevné (pro jednoduchost navic sudé) n a zvolme déleni {0 = zg, z1, ..., 2, =

1} intervalu [0, 1] tak, aby vSechna sudd x; byla raciondlni ¢isla a vSechna lichd z; byla
iraciondlni. Pak

Z |f(z:) — f(xiz1)] = n.
=1

(n-krat skd¢eme nahoru a dolu.)

Protoze mnoziny Q i R\ Q jsou husté v R, tak takové déleni lze najit pro vSechna
n € N.

Pak V2(D(z)) = sup{n} = cc.

Uloha 5. Ukazte, ze funkce

nemd konec¢nou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/wsv9c6hc
Reseni: Pro pevné n zvolme délenf 0, 5=, 5

,%,%—_1,...,%, %,1. Hodnoty f v téchto
bodech pak jsou

(- (=1)"! -1 1 1
O? 2n 707 2n_1 )07"'7 6 )074707 2)0‘

Pak

n

1 1 1
;|f(mi)—f(:m1)|=1+2—|—3+---~|—n.

Jelikoz > °°° | L = oo, tak funkce f nemd kone¢nou variaci.

n=1n

Véta 6. Necht f je spojitd na [a,b] a f’ existuje a je omezend na (a,b). Pak f €
BV ([a,b]).

Uloha 7. Ukaite, ze funkce

mé konecnou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/gpm9cqgbk
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Reseni:

Dle véty 6 staci ukazat, ze je funkce spojitd na [0,1] a md omezenou derivaci na
(a,b).

Spojitost: f je zjevné spojita na (0,1]. V nule je

. . 27
lim z?sin — =0
x—0+ xT

(omezend krat mizejici funkce), tedy je tam spojitd zprava.
Derivace: na (0,1) méame

2 2 -2 2 2
fl(x) =2z sin — + 22 cos <7r> " — 92sin = — 27 cos <W> .
x x x x

22

coz je na (0,1) omezend funkce.
Tedy funkce f je BV.

Uloha 8. Dokazte nebo najdéte protipiiklad
o fe BVia,b = |f| € BV][a,b]?
Reseni: Pravda. Plyne z nerovnosti

([f(@)| = [f (@i < [ f(@i) = f(@iz1)]

e |fl € BV[a,b] = f € BV[a,b]?

Reseni: Nepravda. Uvazujme napf. upravenou Dirichletovu funkci

= -1, zeR\Q
1L, zeQ

Pak f urcité nenf BV, ale |f| =1 a V(1) = 0.
Uloha 9. Dokaite nebo najdéte protipiiklad. Necht f : [a,b] — R.
e jestlize f je omezend, pak je BV,
Reseni: Nepravda. Napt. Dirichletova funkce.
e jestlize f je BV, pak je omezena.
Reseni: Pravda.

Zvolme x € (a,b). Pak {a,z,b} je déleni intervalu [a,b] a tedy existuje K takové,

ze | f(z) — f(a)| + |f(b) — f(a)| < K. Pak
[f (@) < |fla)[+[f(2) = fla)] < [f(a)[+]|f(x) = fa)[+|f(0) = f(x)] < [f(a)|+ K.

(Pro krajni body volime déleni {a, b}.)
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Véta 10. Necht f : [a,b] — R. Pak f € BV ([a,b]) pravé tehdy, kdyz existuji neklesajici
a omezené funkce g, h : [a,b] — R takové, ze f =g — h.

Uloha 11. Ukaite, 7e jestlize & € R a f,g € BV([a,b]), pak i f + g € BV ([a,b]) a
af € BV([a,b])
Reseni: Jelikoz f i g jsou BV, lze je rozepsat jako

f=f—-1F 9g=9g1— 9o,

kde fi1, f2, g1 a g3 jsou neklesajici a omezené funkce.
Pak
f=9=fH—-fot(n—9)=(fr+aq)-(f2+92).
Soucet dvou neklesajicich funkci je opét neklesajici funkce. Diky Vété 10 pak plati, ze

f+gje BV.
Analogicky, pro o > 0 mame

Otf = afl - af27

pro a <0
af = —lalfi +alf.

Uloha 12. Nakreslete Venntv diagram pro funkce spojité, omezené a BV na [a, b].

Omezené

2

Definice 13. Rekneme, ze funkee f : [a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu [a, b],
jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdou kone¢nou posloupnost
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boduia<a; <b; <---<a, <b, <bmime

n

Y (bj—aj)<s = Z\f flaj)| <e.

j=1
Mnozinu vSech absolutné spojitych funkei na intervalu [a, b] zna¢ime AC([a, b]).

Uloha 14. Ukaite z definice, Ze funkce f(z) = z, g(z) = 2% a h(x) = /Z jsou absolutné
spojité na [0, 1].

Resent:

Necht f(x) = . M&me € > 0. Zvolme § = ¢ a zvolme posloupnost bodii a < a3 <
by <---<ay <b, <D tak, ze

n

Z(bj — aj) < 6.

=1

Z|f(b aj|—2]b —a]|_Zb-—aj<£,
j=1

7=1

Pak

coz bylo dokazati.
Necht g(x) = x2. Méjme € > 0. Zvolme 6 = ¢ a zvolme posloupnost bodii a < a; <
by <---<ay < b, <D tak, ze

n

Z(bj — aj) < 6.

=1
Pak, protoze bj,a; <1,

n n

Z 19(b;) = glaj)| =D (0;)* = (a;)* = > _(bj — a;)(bj +a;) <2> b —a; < 2,

J=1 Jj=1 J=1

coz bylo dokézati.
Necht h($) VT. Méme ¢ > 0. Zvolme § = £? a zvolme posloupnost bodi
a<ar <b <---<a, <b, <btak, ze

n

Z(bj — aj) < 6.

J=1

Zafixujme ¢ = €2/4. Pedpokladejme, Ze c nelezi v zadném intervalu [a;, b;] (pokud ano,
rozsekneme interval v bodé ¢). Najdéme m tak, ze b, < ¢ < apt1-
Rozdélme nyni sumu na dvé ¢dsti. Protoze /x je rostouci funkce, méme

S 1h(b) = hlap)l = D IWb; = vail = Y /by = ag < ve—0 < /2.
j=1 Jj=1 Jj=1
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Pro druhou ¢ést

n n n

bi —a; b, —a; 1
> nb)—h(a) = > Whi—vail= > % < Y Jﬁ L <zt =2
j=m—+1 j=m-+1 j=m—+1 Vb + /@ j=m-+1 2
Dohromady
= 5
> Ih(by) = hay)| < S +22 = e,
j=1

coz bylo dokézati.

Uloha 15. Ukaite, ze Cantorova funkce (kterd je spojitd i stejnomérné spojita) je na
intervalu [0, 1] BV, ale neni absolutné spojita.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_funkce

Reseni:

Cantorova funkce je monoténni, tedy je BV'.

Pro vyvraceni absolutni spojitosti je tfeba ukazat, ze existuje ¢ = %, ze pro kazdé
6 > 0 a kazdou posloupnost bodii a < a1 < b <--- <a, <b, <b tak, ze

> (bj—aj) <9
j=1

je

N |

> (b)) = flay)) >
j=1

Cantorovu mnozinu (CD) lze definovat napf. jako prunik mnozin C,, ze kterych
jsme vzdy v n-tém kroku odebrali prostiedni tfetiny.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Tyto mnoziny (a tedy CD) lze pokryt intervaly [a;, b;], z nichz kazdy ma délku 1/3"
a dohromady jich je 2™.

Pro dané ¢ tedy zvolme n tak, ze (%)n < 6. Pak

n

Z(bj - aj) < 6.

j=1
Ale protoze Cantorova funkce se ,méni“ jen na CD, musi byt

n

> (F(b) = flag) = 1.

j=1
Tedy Cantorova funkce neni AC.

Uloha 16. Najdeéte funkci, kterda neni absolutné spojitd, ale ma kone¢nou variaci.
Reseni:
Napr. Cantorova funkce.
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Uloha 17. Rozhodnéte, zda ma AC funkce nutné omezenou derivaci.
Reseni:
Nepravda. Protipiiklad /z.

Uloha 18. Dokazte nebo najdéte protiptriklad

o f € AC]a,b] = |f| € AC|a,b]?
Reseni:
Pravda. Plyne z
f @) = [f (x| < [f (i) — f(zia)|

o |f| € ACla,b] = f € AC]a,b]?

Reseni: Nepravda. Uvazujme napi. upravenou Dirichletovu funkci

-1, zeR\Q
1,

/= rEQ,

Pak f neni ani spojitd, ale |f| =1 je AC.

Uloha 19. Necht f,g € AC(|a,b]). Ukaite, ze pak i fg € AC([a,b]).

Reseni:

Protoze f i g jsou spojité na uzavieném intervalu, musi byt i omezené. Tedy |f| < M
a |g| < M pro M > 0.

Déle zvolme § > 0 tak, ze pro posloupnost posloupnost bodi a < a1 < by < --- <

an < b, <bmame
n

> (b —a;) <d

=1
pak
Zlf flaj) <e, Zlg 9(a;)| <e.
Potom
D 1£(by)g(by) 9(aj)| < Z £ (05)]-l9(bj)—g(az)|+|g(a;)|-|f(bj)—f(a;)| < Me+Me.
j=1
3

Definice 20. Necht (X,p) a (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y a K > 0.
Rekneme, ze zobrazeni f je K-lipschitzovské, jestlize

Vo,y € X : o(f(2), f(y) < Kp(z,y).
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Rekneme, ze f lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, ze f je K-lipschitzovské.
Pro X =Y =R dostaneme

Y,y e R [f(x) — f(y)] < K|z —yl.

Poznamka 21. Zatimco AC a BV funkce pracovaly s uzavienym a omezenym inter-
valem [a, b], tak u lipschitzovskych funkci muze byt interval otevieny i neomezeny.

Uloha 22. Ukaite, ze funkce jsou lipschitzovské
1. |x| na [-1,1]
Reseni: Zvolme z,y € [—1,1]. Pak
| = Jyll < [z —yl.
(Lipschitzovska konstanta je 1.)
2. 22 na [1,2]
Reseni:
Zvolme z,y € [1,2]. Pak
|2 =2 = |z —yllz +y| < (2+2)]z —y].
(Lipschitzovska konstanta je 4.)
3. znaR
Reseni: Pro kazdé z,y € R plati, ze
lz—yl<1-[z -yl
(Lipschitzovské konstanta je 1.)
Uloha 23. Ukazte, ze funkce nejsou lipschitzovské
1. 22 na R
Reseni:
Zvolme N >0ax =N ay=2N. Pak
2% —y?*| = 3N? =3N|z —y| > N|z —y|.
2. vz na [0, 1]

Problém je pobliz 0. Zvolme tedy 1 >n >0 (malé n) az =0 ay = 1/n. Pak

1 n
w—m—\f——ﬁ\x—y\.
n n
Ale protoze pro kazdé N > 0 najdeme n tak, ze N < /n, dostaneme

Ve =yl > Nz —y.
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Uloha 24. Nechf X je mnozina slov sklddajici se z 10 pismen (pouzivdme 26 prvkovou
anglickou abecedu). Metriku p definujme jako pocet pozic s rozdilnymi pismeny. Napft.
p(JEDNOROZCI,CHOBOTNICE) =8,

p(LOSANGELES, LOUISVILLE) =T,
p(ABCXYZQRTY,AACXYUQRTY ) = 2.

Pro slovo z 10 pismen o = z1, z9, ... 19 definujme zobrazeni

fla) =a,z2,...,210

(prvn{ pismeno jsme nahradili pismenem a).
Rozhodnéte, zda je f lipschitzovské zobrazeni.
Reseni:
Uvazujme slova « a 8, kterda uz maji prvni pismeno shodné. Pak

p(f(a), f(8)) = p(a, B).

Pokud slova a a 8 naopak maji prvni pismeno rozdilné, tak se jejich vzdalenost o 1
zmensi, tedy

p(f(a)v f(/B)) = p(aaﬁ) -1< p(avﬁ)'

Lipschitzovské konstanta je tedy rovna 1.

Uloha 25. Necht f, g jsou lipschitzovské na R. Ukazte, ze je lipschitzovska i funkce

1. f+yg
Reseni:
Pro z,y € R méme |f(z) — f(y)| < K|z —y| a |g(z) — g(y)| < L[z — y|. Pak
|f(@)+g(x)—f(y)—9W)| < |f(@)—fWl+|g(@)—9(y)| < K|z—y|+L|z—y| = (K+L)|z—yl|.

2. f(9)
Reseni: Pro z,y € R mame |f(x) — f(y)| < K|z —y| a |g(x) — g(y)| < L|z — y|.
Pak
£ (9(z)) = Fg())] < Kl(9(z)) = (9(y))| < KLz —y].

Uloha 26. Ukazte, Ze lipschitzovska funkce mé koneénou variaci (na intervalu [a, b]).
Resent:
Zvolme déleni {z;} intervalu[a, b]. Pak

Y olf@) = fai)| <D Klai — | < Kb —al.
=1

i=1

Uloha 27. Najdéte funkci, kterd je AC, ale nenf Lip.
Reseni:
Napf. /z.
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Uloha 28. Nakreslete Venntiv diagram pro funkce spojité (C), lipschitzovské (Lip),
stejnomérné spojité (UC) a absolutné spojité (AC) na [a, b].

Uloha 29. Vyslovte (a zduvodnéte) hypotézu o vztahu omezenych a lipschitzovskych
funkei. Jsou tam néjaké podminky?

Reseni:

Lipschitzovska funkce nemusi byt omezena, napt. x na R.

Omezend funkce nemusi byt lipschitzovskd, napt. \/x na [0, 1].

Ale pokud jsme na omezeném intervalu [a,b], pak lipschitzovskd funkce musi byt
omezend. Napi. proto, Ze je spojitd na kompaktu, tedy omezend.

Opacné to stéle neplati ani pro kompaktni{ interval.

Uloha 30. Je néjaky vztah mezi lipschitzovskymi a diferencovatelnymi funkcemi na
[a, b]?

Reseni:

Na prednésce byla véta: Lipschitzovskd funkce na [a, b] ma koneénou derivaci skoro
vsude na [a, b].

Obecné lipschitzovska funkce nemusi mit derivaci, napt. |z|.

Pokud ale je f diferencovatelnd na [a, b] a navic |f/| < M, tak uz je lipschitzovska.

Zvolme a < ¢ < y < b. Pak z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje £ tak, ze

fy) = f(z) = f'(§)(y — =). Pak
1f(y) = @) =)y — x| < My — z.

Matematickd analyza 4, 2021 /22, Kristyna Kuncova 10



	
	
	

