10. cviceni — AC, BV a Lip funkce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 BV

Definice 1. Necht f : [a,b] — R. Variaci funkce f na intervalu [a,b] definujeme pred-
pisem

V2 (f) = sup {Z | f(z:) — f(@im1)]; {zi}iso Jje déleni [a, b]} :
i=1
Rekneme, 7e funkce f : [a,b] — R ma na intervalu [a,b] C R konecnou variaci, jestlize
V2(f) < oo.

Mnozinu v8ech funkei s omezenou variaci na intervalu [a, b] znac¢ime BV ([a, b]).
(Znaceni: V2(f) odpovida V(f;a,b) z prednasky.)

Véta 2. Necht f : [a,b] - R a ¢ € (a,b). Pak f € BV ([a,b]) pravé tehdy, kdyz
f € BV([a,c]) a f € BV([¢,b]). Navic

Vo (f) = Vi) + VI ().
Uloha 3. Spoctéte variace nasledujicich funkei:
1.9 22 na [0, 1], 3. sinz na [0, 107],
2. z%na[-1,1], 4. IlzsinZE] na [—4,4]
https://www.geogebra.org/calculator/ccpnefuv

Uloha 4 (B). Ukate, 7e Dirichletova funkce

= 0, xeR\Q
|1, zeQ,

nema kone¢nou variaci na [0, 1].

Uloha 5 (%) Ukazte, ze funkce

nema kone¢nou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/wsv9c6hc


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php
https://www.geogebra.org/calculator/ccpnefwv
https://www.geogebra.org/calculator/wsv9c6hc

Vé&ta 6. Necht f je spojitd na [a,b] a f’ existuje a je omezend na (a,b). Pak f €
BV ([a,b]).

(Dikaz napf¥. tady, Thm. 3.9.: https://www.whitman.edu/documents/Academics/
Mathematics/grady.pdf.)

Uloha 7 (i%?) Ukazte, ze funkce

mé kone¢nou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/gpm9cqbk

Uloha 8. Dokazte nebo najdéte protipiiklad
1.0 f € BV[a,b] = |f| € BV]a,b]?
2.X|f| € BV[a,b] = f € BV[a,b]?
Uloha 9. Dokazte nebo najdéte protipiiklad. Necht f : [a,b] — R.
1. jestlize f je omezena, pak je BV,
2.5k jestlize f je BV, pak je omezenA.

Véta 10. Necht f : [a,b] — R. Pak f € BV ([a,b]) pravé tehdy, kdyz existuji neklesajici
funkce g, h : [a,b] — R takové, ze f =g — h.

Uloha 11. Ukaite, Ze jestlize a € R a f,g € BV ([a,b]), pak i f 4+ g € BV([a,b]) a
af € BV([a,b])

Uloha 12. Nakreslete Venntiv diagram pro funkce spojité, omezené a BV na [a, b].

2 AC

Definice 13. Rekneme, Ze funkce f : [a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu [a, b],
jestlize pro kazdé € > 0 existuje d > 0 takové, ze pro kazdou kone¢nou posloupnost bodu
a<a; <b <---<a, <b, <bmame

Mnozinu v8ech absolutné spojitych funkei na intervalu [a,b] zna¢ime AC([a, b]).

Uloha 14 (* ). Ukazte z definice, ze funkce f(z) = z, g(z) = 2% a h(z) = /z jsou
absolutné spojité na [0, 1].


https://www.whitman.edu/documents/Academics/Mathematics/grady.pdf
https://www.whitman.edu/documents/Academics/Mathematics/grady.pdf
 https://www.geogebra.org/calculator/gpm9cqbk

Uloha 15 (9). Ukaite, ze Cantorova funkce (ktera je spojita i stejnomérné spojita) je
na intervalu [0, 1] BV, ale neni absolutné spojita.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_funkce

Uloha 16. Najdéte funkei, ktera neni absolutné spojita, ale ma kone¢nou variaci.
Uloha 17. Rozhodnéte, zda ma AC funkce nutné omezenou derivaci.
Uloha 18 (3). Dokazte nebo najdéte protipriklad

o f e ACa,b] = |f| € AC]a,b]?

o |f| € AC[a,b] = f € ACJa,b]?

Uloha 19 (@) Necht f,g € AC([a,b]). Ukazte, ze pak i fg € AC([a,b]).

3 Lip

Definice 20. Necht (X,p) a (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y a K > 0.
Rekneme, Ze zobrazeni f je K-lipschitzovské, jestlize

Vr,y € X : o(f(z), f(y) < Kp(z,y).

Rekneme, ze f lipschitzouské, jestlize existuje K > 0 takové, ze f je K-lipschitzovské.
Pro X =Y = R dostaneme

Ve,y € R |f(z) — fy)| < Klz —yl.

Poznamka 21. Zatimco AC a BV funkce pracovaly s uzavienym a omezenym intervalem
[a, b], tak u lipschitzovskych funkei miZe byt interval otevieny i neomezeny.

Uloha 22. Ukaite, 7e funkce jsou lipschitzovské
1$|x] na [—1,1] 2.%22 na [1,2] 3. xnalR
Uloha 23 (°2°) UkaZte, Ze funkce nejsou lipschitzovské

1. 22 na R 2. v/z na [0,1]


https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_funkce

Uloha 24. Necht X je mnozina slov (ne nutné smysluplnych) skladajici se z 10 pismen
(pouzivame 26 prvkovou anglickou abecedu). Metriku p definujme jako pocet pozic s
rozdilnymi pismeny. Napf.

p(JEDNOROZCI,CHOBOTNICE) = 8,
p(LOSANGELES, LOUISVILLE) =17,
p(ABCXY ZQRTY,AACXYUQRTY) = 2.

Pro slovo z 10 pismen z = 1, x2, ... x19 definujme zobrazeni
f(x) =a,z9,..., 210

(prvni pismeno jsme nahradili pismenem a).
Rozhodnéte, zda je f lipschitzovské zobrazeni.

Uloha 25. Necht f, g jsou lipschitzovské na R. Ukazte, Ze je lipschitzovska i funkce

1. f+g 2. f(9)
Uloha 26 ($8). Ukate, Ze lipschitzovské funkce ma koneénou variaci (na intervalu [a, b]).
Uloha 27. Najdéte funkei, ktera je AC, ale neni Lip.

Uloha 28. Nakreslete Venntv diagram pro funkce spojité, lipschitzovské, stejnomérné
spojité a absolutné spojité na [a, b].

Uloha 29. Vyslovte (a zdivodnéte) hypotézu o vztahu omezenych a lipschitzovskych
funkei. Jsou tam né&jaké podminky?

Uloha 30 (V). Je n&jaky vztah mezi lipschitzovskymi a diferencovatelnymi funkcemi na
[a, b]?
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