8. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Derivovanim ¢len po ¢lenu sec¢téte nasledujici fady:

x> 2P

(a) x+§+€+...

ResSeni: Oznac¢me

3 5 0 2n+1
f(w):x+£+£+...: v
3 5
n=0

n+1

Polomér konvergence je roven 1.

Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme radu
o
1—|—(132—|-.%'4+'-':§ :x2n7
n=0

coz je geometricks fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem z2

mocninna fada s koeficienty Uvniti kruhu konvergence plati

. Zaroven je to

1
/ :1 2 4 e e — .
f'(x) +a*+a + .2

Rozkladem na parcidlni zlomky nebo z tabulky mame

1 1.1
/ dr=-1In +x+K,
2 1

1—x2 —x
tudiz 14
T
=1 K.
Jelikoz
0 02n+1
fO) =3 5—5=0
n=0
a zaroven L 140
0)=-1 K
dohromady vyjde K = 0 a tedy
1 1+«x
=21 1.
fl)= gt <
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Pro krajni body plati, ze fady
12n+1 oo (_1)27’L+1
— 2n+1 = 2n+1

diverguji (tedy nemd smysl je s¢itat).
2 3 4

T T
(b) CUV+ 5 + 3 + 1 +
Reseni:
Oznacme
xn
n

Polomeér konvergence je pak 1. Na (—1,1) muzeme zderivovat
oo oo

Geometrickou fadu muzeme secist, tedy

0 n—1

fla) =Y n—

n=1

Po zintegrovani dostaneme
flx)=—=In|l — x|+ K.

Muzeme dosadit 0:

0
—In|1-0|+ K= f(0)= —=0
all =01+ K = f0) =37
a dostaneme K = 0. Tedy
f(z)=—=In|l — x|, x € (—1,1).

Krajn{ body: Pro z =1 fada ) - i L diverguje.

Prozx = —1tada} 2, % konverguje z Leibnize. Pro jeji soucet pouzijeme

Abelovu Vétu s r = —1. Pak

o0 n o0 :L’n
= lim Z—: lim —In|l —z|=—In2.
Tz——1+ n r——1+
n=1 n=
Zaver:
f(z)=—In|l —=z|, x € [-1,1).
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2. Integrovanim ¢len po ¢lenu sectéte néasledujici rady:

(a) =+ 22 + 323 + - -
Reseni: Mame secist fadu

i k.
k=1

Rada mé polomér konvergence jedna. Plati, ze

(oo} (oo}
g kat =z - E kak—1,
k=1 k=1

Ozna¢me

o0 [e’e}

fl@)=> kaP 1 =>"(k+ 1)2*

k=1 k=0

Potom na kruhu konvergence plati integrovanim ¢len po ¢lenu, ze
> okl oo - T
— 5 _ B B
flz)=F'(z), kde  F(z)= kz_:o(k+ D = kz_ox -

Odtud vyplyva, ze

r \ l-z+x 1
w=(5) - T s W<

a odtud -
E_ N X
kg_lkm —J:f(m)—i(l_x)w lz] < 1.

V krajnich bodech x = +1 fada diverguje (nutnd podminka konvergence).
(b) 1-22+2-32% +3-423 4.
Reseni: Mdme seéist fadu

> k(k+ 1),
k=1

Polomér konvergence je 1. Podle véty o integraci ¢len po ¢lenu plati

i;ik(k‘Fl)$k:: (i;ikxk+l) _ (xQ'ﬁiikxk_l> _
k=1 k=1

k=1
o "N’ " NI 1 /
) <<§xk)> _<“2‘<1—x>> _(w2'<1—x>2) B
~ 2z(1—2)? +22%(1 — x) _ 2z — 422 + 223 + 222 — 223 _ 2 2] < 1
(1—x)* (1—x)* (1—1x)3’ ’

V krajnich bodech x = +1 fada diverguje (nutnd podminka konvergence).
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3. Derivovanim nebo integrovanim clen po ¢lenu sectéte néasledujici fady:

3 2P
(a)x—§+€+-'-
Oznacme -
O S p2ntl
— _ - — —1\)" .
fo)=z=F+5+ HZZO( Vot

Polomér konvergence je 1.

Derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu

)
1 *$2+CE4+-" — Z(*l)n$2n
n=0

coz je geometrickd fada s prvnim élenem 1 a kvocientem —22. Polomér

konvergence je téz 1.
Uvnitt kruhu konvergence plati

oo

1
/ _ 2 4 _ 2\n __
flly=1-2"+a*+... =) (- = o
n=0
Plati, ze
1
t =
(arctan ) a2
tudiz
f(z) = arctanz + K.
Jelikoz
> 02n+1
— . n _
arctan 0 + K = f(0) = > (~1) o1 ="
n=0
tak K = 0.
Mame tedy
f(z) = arctan z, |z| < 1.
V krajnich bodech
0 2n+1
+1
Z(—mL =0
2n+1
n=0
konverguje z Leibnize. Aplikujme Abelovu vétu. Pak
o0 [e.e]
12n+1 x2n+1 .
- " - 1 — n et 1 e
2 (g = Jim (1) gy = Jlim arctanr = 7.
n=0 n=0
a
oo 00
(_1)2n+1 ) p2ntl . -
_1”7: 1 _ln - 1 N
7;)( ) o+ 1 x—>lr—]%+7;)< ) o1 $_3£n1+ arctan x 1

Matematickd analyza 4, 2021 /22, Kristyna Kuncova 4



Zaver:
f(z) = arctan z, x € [-1,1].
(b) = — 42 + 923 — 162 + - -
Reseni: Mame secist fadu

oo

Z(_l)kJrlexk

k=1

Rada mé polomér konvergence 1.
Podle véty o integrovéni ¢len po ¢lenu, mame pro |z| <1

o0 o0 o /
Z(_l)k+lk2mkz . Z DFH 2R — (Z(_l)k+lkxk>
k=1 k=1 k=1

_ (x SOk 1> . (x <§<_1)k+1xk>’>'
=1 k=1
(- (52)) = (527~ k)
o (B

5
/\”
S

V krajnich bodech x = +1 fada diverguje (nutnd podminka konvergence).
o0

(c) Y (n+1)a"
n=1
Reseni:
Polomér konvergence fady je 1. Integrovanim ¢len po ¢lenu dostaneme pro
lz| <1

i(n+1 (Zm"“) = <1fx>,: (1_13:)2.

n=0
V krajnich bodech x = £1 fada diverguje (nutnd podminka konvergence).

4. Rozvinte do mocninné fady (o stiedu 0) funkce:

1
Reseni: Dosadime do geometrické rady ﬁ => 2,y proy € (—1,1).
Tedy
1 oo oo
S-S
n=0 n=0

Plati pro z € (—1,1).
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2+ 1
2 -1
ReSeni: Mame

(b)

241 2142 -2
x° + :x + 1y .
2 -1 2 -1 1— 22

Po dosazeni do geometrické fady vyjde

_9 0
1+——=1-2 n
+1—x2 nz_;)a;

Konverguje pro =z € (—1,1).

(c) arctanzx

Reseni: Oznaéme f(z) = arctanz. Pak f'(z) = H% Z geometrické rady
mame o
1
/ o _ 2
fi(z) = =) Z(—l)nfU "
n=0
Pak
e 2+l
= 1" .
f) =Y (-1 e
n=1
Vime, ze f(0) = arctan(0) = 0. Tedy
o0
02n+1
0= 1" =c.
> (g te=e
n=1
Tedy ¢ = 0 a mtzeme psét
0 2n+1
x
t = "
arctan x Z( ) o 1

n=1

na poloméru konvergence, tedy = € (—1,1).
V krajnich bodech fada konverguje z Leibnize, pouzijeme tedy Abelovu vétu
a dostaneme:

o p2ntl > 12n+1 >
: n . : _ — n — n
xlg?_ (-1) Tl mgnf— arctanz = arctan1 = Z(—l) ol Z(—l)
n=1 n=1 n=1
Analogicky
> -1
tan(—1) = -1 :
arctan(—1) Z( ) 1
n=1
Zaver:
o0 x2n+1

arctan x = Z(—l)"

n—=

2n+1

naz € [—1,1].
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(d) (14 2)In(1+2)

Reseni: Oznacme g(z) = In(1 + z). Pak ¢/(z) = tedy z geometrické

1+m’
fady je
[0.9] o
g @) =) ()" = (-1)"a"
n=0 n=0
pro z € (—1,1).
Po integraci dostaneme
e n+1
— —1)"
o) = 31 e
n=0
Dosadime
e 0n+1
0)=lnl1=0= —-1)" =
9(0) =ln1 =0 =Y (-1)" T e
n=0
tedy ¢ = 0. Méme tedy g(z) = Ezozo(—l)” n+1 prox € (—1,1).
Pro puvodni funkci plati
e > T2

1 In(1 =(1 = -1" .

(4a)n(142) = (142) 3 (-1) §j e St
n=0 n=0
Po tdprave
- +1 1 i

14+z)In(1+z) =a+ ) 2" (-1)" —— ) =z+ )t
() (1) = 3o ) (g ) 2: s
pro z € (—1,1).
Pro z = —1 neni puvodni funkce definovand, ale pro z = 1 pouzijeme Abelovu

vétu (fada konverguje srovnanim s 1/n?).

o0
1t 1
lim lim (14+2)ln(l4+z) =22 =1 —rHt =1 )t ————
o i () Inl40) = 202 = 143 (1) oS *Z D)
Zaveér:
o0 1 xn+1
1+2)In(l+2x)=x+ -t —
L+l +a) =2+ YUMo
pro z € (—1,1].
1
© 55
ResSeni: Vytkneme a pak aplikujeme geometrickou fadu.
1 11 Iem (2 \" = 2ma”
e () -k
3—-2x 3 1-352 3 3 3nt
n=0 n=0

pro x € (—3/2,3/2).
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1
-
Reseni: Polozme f(r) = n—. Pak F(z) = 1. Z geometrické fady

- (1-=x)2 1—z°
(0@
F(z)= Z:L‘”, z e (—1,1)
n=0
Po zderivovani mame -
f(z) = Zn:n” !
n=1
pro z € (—1,1).
(g) sin®z

Reseni: Plati 1
f(z) =sin®z = 5(1 — cos(2x)).

7 Taylorova rozvoje pro kosinus je

1 1 0 (233)271 > 92n—1
- - _ —1)" — -1 n+l<  _2n
J@)=3-52 (1 (2n)! >_(=1) @n) "
n=0 n=1
r € R.
1
h) ——
() (14 2)2
ReSeni: opsdno z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.
pdf.
7 geometrické rady mame
1 o0
_ 2
1+a2 Z(—l)”x "
n=0

Rada absolutné konverguje pro = € (—=1,1). Pro jeji koeficienty navic plati

(-Dk, n=2l,
an =
0, n=2+1,

kde [ € Np.

Pouzijeme vzorec pro nasobeni rad.

fla) = (2 anx"> ' (io ""xn> ) i <k

kde

n

oo
aprFa, " k| = E bpx™,
0 n=0

n
b, = Z Ak Qpy—};-
k=0
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Uvazujme lichd n = 2m + 1. Pak ¢isla k a 2m + 1 — k jsou vzdy jedno liché
a jedno sudé, tedy jeden z indexl ax a agp+1—k je nulovy a ay - agmy1— = 0.

Necht n = 2m je sudé. Pak &fsla k a 2m — k jsou bud obé sudd nebo obé

licha. Pokud jsou obé licha, pak arag,_r =0-0=0.

Konecéné pokud jsou sudd, pak
akagm—k = (=) (=1)"F2 = (=)™,

Sudych ¢isel je navic v mnoziné {0,1,2,...,2m} pravé m + 1. Tedy

by = bam = (—=1)™(m + 1).

Zkouskové priklady

5. Sectéte radu

0 2
(&) ; n(n+1)

Reseni: Polomér konvergence je roven 1.

Polozme ~ -
xn+2 mn+1
:Zn(n+1) :xzn(n—i—l)
n=1 n=1
Zderivujme funkei g(z) = > 07, % Dostavame

g//(I): (Z(n+1) T 1 ) an 1 Zaj

n=1

Pak
g (x)=—In|l —z|+ K.

Jelikoz jsme na intervalu (—1,1), muzeme psat
gd(x)=—-In(1-2)+ K.

Pro x = 0 mame

(-0 +K=40)=) =0,
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tedy K = 0.
Po zintegrovani (per partes):

g(x)=z—(r—1)In(1 —z) + M.

Po dosazeni x = 0 dostaneme
9(0)=0-(0-1)(1-0)+M=) ——— =0,

tedy M = 0.
Dohromady pro z € (—1,1):
f(z) =zg(x) = 2% — z(z —1)In(1 — ).

V krajnich bodech fada x = +1 konverguje (srovnani s 1/n?). Dle Abelovy
véty méame:

e 1n+2 ) )
Zmleg%x —z(z—1)In(l—-2)=14+0
n=1
a
> n+2
(=1) L2
27: lim z°—z(zx—1)In(l—2)=1-2In2.
ot nn+1) a—-1+

Dohromady pro z € [—1,1]:
f(z) =2® —z(z — 1) In(1 — ).

xn+2

(b) D n*—
n=1

ResSeni:

Polomér konvergence je roven co.

Polozme

o n+2
_ 2%
flz) = Eln e
n=

v - - n
Vyuzijeme souctu rady ZZO:() % — e,

g(x) =Y n? xn:

n=1

Méjme

Pak f(x) = 23¢g(z).
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Mame

B (S8 (55 ((52)

n=1 n=1

Posledni sumu nahradime e* — 1 (plati pro € R) a zpatky proderivujeme:

g(x) = (fU <Z f:) ) = (z (" - 1)/)1 = (ze®) = €e*(z + 1)

n=1

Pro z € R f(z) = 23e®(x + 1) = e*(2* + 23).

[e.9]

In+1 5,14
(c) Z(_l)n2n2—|—n$ '

n=1

Reseni: Plati, ze a, = 0 pro sudé k, pro lichd k = 2n+1 je ap, = (—1)" 2%t

2n2+4n"’
Polomér konvergence je tedy roven 1. V krajich fada konverguje podle Leib-
nizova kritéria.

Pro x € (—1,1) polozme f(z) = >.°° (1) 20+l 2041 Ppak

n=1 2n24n

oo

3n+1
/ _ _1\n 2n
ORI
n=1
Radu muzeme roztrhnout na
oo o0 1
(=132 4> (—1) e
n=1 n=1 n
7 geometrické tady je
o0
—3z2
—1)"3z%" = .
nzzzl( )3z 1+ 22
7 Taylorova rozvoje logaritmu pak méme
> 1
D (=1)"—a? = —log(1 + 2?).
n=1 n
Dohromady je
)
f(w) = ~ log(1 + a2).

14 22

Po zintegrovani dostaneme

f(z) = —z + arctanz — xlog(1 + %) + .
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Dosadime 0 a ziskdme ¢ = 0. Pro z € (—1,1) tedy plati

f(x) = —x + arctan z — zlog(1 + 2?).

Protoze rada v krajich konverguje, z Abelovy véty dostaneme

f(x) = —z + arctanz — x log(1 + x2)7

o0

(@) Syt L

n!
n=2
ResSeni: Polomér konvergence R = oco. Polozme

o0 o0

€ [-1,1].

f(.CU) :Z(_l)n+1nT_!1xn:_Z n—&-ll' +Z n—l-ln

n=2 n=2

7 rozvoje exponencidly mame

i(—l)nﬂi = i Lol —(e+z-1)

n

|
n=2 n=2 s
a
n+l1 % _ — -z
HZQ( 1) xz —a:nZQ n—l =zx(e*—1)
Dohromady pak
flz)=e*+ax—14ze " —x=(z+1)e *—-1
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