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Priklady

1. Urcete polomér konvergence R nasledujicich mocninnych fad a také konvergenci na

7. cviceni — Mocninné fady — polomér konvergence
//www2 .karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

hranici.

(a)

o0

2
g o™ ",
n=1

kde (0 <o <1)
Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1
R limsup {/|a™*| = limsup o™ = 0,

n—oo n—o0

a tedy R = +o0.

oo xn
n=1 ﬁ’
kde p € R.
ReSeni: Pro kazdé p € R plati
1
lim |[——| =1,
n—oo | ——
(n+1)P

tudiz polomér konvergence je vzdy 1.
Chovani na hranici:
Pokud p > 1, pak fada konverguje absolutné na hranici.

Pokud 1 > p > 0, potom Tada
o0
> (="
np -’

n=1

konverguje neabsolutné dle Leibnize. Rada

=1
—,
n=1 n
diverguje.
Pro p < 0 fada na hranici diverguje.
Z an? 1-”,
n=1

kde (a > 1)
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ResSeni:

Plati
. nT'Q ] a(n+1)2—n2 ) a2n+1
R=lm -2 = 1lm % = lim — oo,
n—00 (n+1).2 n—00 n-+1 n—oon + 1
a(n+1)

Z 1+ (=27 (_2)n(x +1)"

n=1
Resent:
Plati
VI +(=2/3)" 1

n 3TL _2 n .
— = limsup M:hmsup?)- =3--=3.
n—00 n n—00 {I/E 1

tudfz polomér konvergence je 3. (V odhadech jsme pouzili ¥/1 < |[{/1+ (2/3)7] <
/2 a faktu, ze limsup se bude tykat sudych n.)

Chovani na hranici: Je tfeba vySetfit konvergenci fady

i 3" 4 (—=2)" <:1)))”

n=1

i 3" 4+ (—=2)" ( 1)”
= n 3
V prvnim pfipadé mame
PR Gl LN R o il Vi
n 3) n ’
n=1 n=1

coz porovname s fadou b, = 1/n, coz diverguje.
V druhém piipadé ziskame

3"+ (=2)" [ 1\" (-1 2"
SRR () - G
= n 3 = on n3

Prvni ¢ast konverguje z Leibnize, druha z d’Alamberta, tedy konverguje. Absolutni
konvergenci jiz vylouéil prvni piipad.

oo
1
>t
2n
n=1
Reseni:
Jedn4a se o mocninnou fadu, jejiz koeficienty jsou povétsSinou nulové, s vyjimkou
koeficientt u 2. Je t¥eba myslet na to, Ze koeficient 2% je koeficient nikoliv u
n-tého, ale n?-tého ¢lenu této fady. Abychom mohli pouzit vztahy pro vypocet
poloméru konvergence, potiebujeme najit vztah pro n-ty koeficient a,.
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Jestlize ale plati

1
p2 = o a koeficienty jsou jinde nulové,
potom
_ kud n = k2 Sjaké k pii ¢
an = Wi pokud n = k° pro néjaké k pfirozené
a, = 0 jinak

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu spoc¢teme
1 1/n . i 0
E = hisip Vlan| = hm <M> = nh_}IEOQ n=2"=1

Na hranici fada zjevné konverguje absolutné.

[e.9]

Z 2n+ z"

Reseni: Plati

(2n)!! 9 +3
. @axpn . 2n
R=lm G =0 575~
(2n+3)!!

Pro konvergneci na hranici vyuzijeme odhadt dokazatelnych indukei

(2n)!! 1 (2n)!! - 1
2n+DI' 7 2n 41’ Cn+1)!! " V2n+2

Z prvniho odhadu je zfejmé, Ze pro x = 1 fada diverguje srovnanim s fadou ) | ﬁ
Z druhého odhadu vyplyva, ze pro x = —1 Fada konverguje neabsolutné podle

Leibnize. (Nutno dokazat monotonii posloupnosti %)

S By,

n=1

ReSeni: Plati
— =limsup {/ ———— =
n—00 n n—00 \/ﬁ

Tudiz R = 1.
Konvergence na hranici: VySetfujeme fady

= B+ (=)™ 1
Z[Hn)]m

n=1

f:l s+ O 1
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Uvazujme prvni fadu.

Podivame-li se pouze na sudé ¢leny, dostaneme

S U
“n = on 4 T on
Pro liché ¢leny dostaneme
22n+1 1 1 1

@ntl = o T gentl T 9 41 020l

Nasi fadu lze tedy odhadnout zdola divergentni fadou b, = 1/(2n), tedy i fada

X B+ (=D 1
Z[ (n)]4n

n=1

diverguje.
U druhé fady dostaneme opét sudé ¢leny

42 q 1

“n = on 2 o

Pro liché ¢leny dostaneme

22l 1 -1 1

on + 1 42n+1 T 9 4+ 192n+1"

on+1 =

7 predchoziho mame, Ze absolutné fada nekonverguje.
Pro neabsolutni konvergenci uvazujme posloupnost ¢astec¢nych souctu s,. Protoze
pro liché ¢leny je |agn+1] < 22”%, mame

1 1 1 1 1 1
Sn:a1+a2+"'an2§—§+Z—3*2+6—m+"'+an71+an
SRS N DA LS B S S O 1)
2 4 6 8§ 32 128 -2 4 6 3

Pro limitu ¢asteénych souc¢ti pak mame
2

lim s, = 00 — = = 00,
n—00 3

tedy rada diverguje.

oo n

Z ani_ bn’

n=1
kde a > 0, b > 0.
Reseni:
BUNO predpokladejme, 7e a > b. Pak Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

L .1 I L, 1 1
— =limsu =limsup - {/ ———— = —
RO P Vet TP 1 (b/a)» a’
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a tudiz

R=a.

(Pouzili jsme odhady 1 <1+ (b/a)"™ < 2.)
Na hranici fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze

n

—1#0.

111
n—o0 g™ 4+ H"

n=1
Reseni:
Je
(2 (2n +2)(2n + 1)
: I n n B
L S Yt Sy SOV R
(2n+2)!

Tudiz polomér konvergence je 4.

Na hranici tedy vySetfujeme radu

n=1
a (o)
12
n=1 (2n)
Pro x = —4 mame:
S~ U
o (2n)!
pouzijeme NP a zjistujeme, zda
lim (nh)*4”
n—00 (2n)‘
jde k 0. Porovnadme a, a any1:
an n!nl4"(2n + 2)! ~ (2n+2)2n+1)  4n+2 <1
ant1 2n)!(n+D)!(n+1)14-47 4(n+1)2 C 4n+4

Tedy posloupnost a,, je rostouci, prvni ¢len je roven 1, tedy zjevné nejde k 0, tedy
rfada diverguje v bodé -4. Tedy v bodé 4 také.

Zaver: tada konverguje na (—4,4).
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Regeni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1 n
= lim sup <1 + ) =e,
n—00 n

a tedy R = %

Na hranici tedy vySetfujeme rfadu

Plati ale

i (141) Lo
A\t L) e T e

tudiz rada diverguje, protoze nespliiuje nutnou podminku konvergence a, — 0.
Limitu lze spocitat naptiklad takto pomoci Taylorova rozvoje (s vyuZitim spojitosti
exponencialni funkce):

. N1 ) 1 _
lim (14 — — =limexp|zIn{1+—-|—z| =ce¢
T—00 T et T—00 x

Protoze pro y = %

(S

méme z Taylora:

1 1 1 1 1
lim21n(1—|—y)—:lim<y—y2+o(y2)> ——=—-+0=—2.

< |
S
o

y—=0y Yy y—0 y2 2

Zaver: fada konverguje na (—1/e,1/e).

>
n=1 a\/ﬁ
kde a > 0.
Regeni:
Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 1
— = limsup {/ —= = limsu a vVl — g0 — 1,
R n%oop (I\/ﬁ n%oop

R=1

Tedy

Pokud a > 1, potom fada na hranici konverguje absolutné, coz plyne ze srovnani
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(Limitu lze spo¢ist napiiklad pouzitim Heineho véty a dvojnésobnym aplikovanim
I'Hopitalova pravidla.)

Pokud 0 < a < 1, potom Fada na hranici diverguje, nebot nespliiuje nutnou pod-
minku konvergence, a,, /4 0.

kde a > 0,b > 0.
Reseni: Mame

Vysetiime dva piipady, nejprve a > b, pak

. n/2a™
a = lim <hmsup —+ <l1msup ——i——< lim {/— =a
n—o0 n—00 n—00 n—00 n

p=-
a

analogicky pro a < b:

nla o b" /26"
i < limsup 1/ — + < lim sup Vel
n—00 n—o0 n—0o0 n—)oo

b= lim

¥

Krajni body Vyéetfime pro oba pripady zvlast. Radu rozvijime v 0, tedy krajni
body‘]soup—f,ga —fl f%.

Necht a > b. Pak nas zajima rada:

> (5w () 2 350

n=0 n=

Pouzijeme porovnani fad (maji kladné ¢leny) a zjistime, Ze rada diverguje. Druhy

krajni bod:
= (e Y (1) (D) (e
7§<n+n2> am” _nz:%< n * a"n?

Toto muZzeme roztrhnout na 2 konvergentni fady, prvni konverguje z Leibnize, druhé
taktéz. Tedy fada v krajnim bodé —1/a konverguje, ale nikoli absolutné.

Necht a < b. Pak nés zajiméa fada:

= /(a® b\ 1 [ a" 1
z%(ﬂm)z)z:o(bn*n?)

Toto opét roztrhneme na 2 fady, prvni konverguje z d’Alembertova kritéria, o druhé
to vime. Tedy roztrzeni bylo korektni (roztrhli jsme na 2 konvergentni fady), fada
konverguje. Dosadime-li nasledné jako krajni bod —1/b, muZeme rozvnou fici, Ze
fada konverguje absolutné.
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Bonus

2. Vime, ze fada Y a,(x+ 7)™ konverguje pro z = 0 a diverguje pro z = —17. Co miZeme
Fict o poloméru konvergence?
Reseni: JelikoZ je stfed mocninné fady v zg = —7, pro polomér konvergence plati
7<p<10.

3. Vime, ze fada ) a,a™ konverguje pro x = —4 a diverguje pro x = 7. Urcete, zda jsou

nésledujici vyroky pravdivé, nepravdivé nebo pravdivost nelze urdéit:

LEZ Rada konverguje pro x = 10.
PRAVDA Rada konverguje pro x = 3.

LEZ Rada diverguje pro x = 1.
NEVIME Rada diverguje pro x = 6.

Reseni: Stied je vz = 0, polomér konvergence 4 < R < 7. Tedy Fada urcité konverguje
na [—4,4) a ur¢ité diverguje na [7,00) a (—oo, —7). Na ostatnich intervalech nevime.

4. Najdéte mocninnou Fadu, ktera:

(a)

diverguje pro x = 0;

Reseni:

Napt. > -7 5™(x — 42)". Tato fada mé polomér konvergence R = 1/5 a stied v
zo = 42. V 0 tedy urcité diverguje. (Lze zjistit i dosazenim, Y >/ 5"42" diverguje.)
konverguje pro = = 5, ale nikde jinde;

Regeni:

Napt. > 7 gnl(z —5)".

mé stfed konvergence v 0, polomér konvergence roven 2 a konverguje pro 2, ale
diverguje pro —2.

Reseni: Zkusme fadu

i (_1)n "
o n2n

Polomér konvergence je R = 2. Pro krajni bod x = 2

0o _1)» 00 _1)»
S s

coz konverguje. Pro x = —2

coz diverguje.

5. Necht mocninnd fada Y a,z" ma polomér konvergence roven R; a mocninnad fada
> bpz™ méa polomér konvergence roven Ry. Co miiZzeme Fict o poloméru konvergence
mocninné fady Y 2 (a, + by)z"?

Reseni: Plati, 7e R > min{R;, Ry}.
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e Uvazujme z takové, ze |z| < min{R;, Ra}. Pak obé fady konverguji absolutné a z
linearity fad méame:

oo 00 oo )
D lan +bua" <Y lan] - 2"+ bl - |2l =D lan] - 2" + D [ba] - 2" < oo
n=1 n=1 n=1 n=1

o Jestlize R; < R, tak dokonce R = R;.
UvaZzujme z takové, ze Ry < |z| < Ry. Pak z linearity konvergence fad mame

oo oo o
Z(an + by)z" = Z anx’ + Z bpx™,

coz je konvergentni plus divergentni fada, tedy dohromady divergentni.
Protoze i > o2 ;(an + by)z™ je mocninna fada, pro z: |z| > Ry plyne divergence z
predchoziho.
e Jestlize Ry = Ry, mize byt i R > Ry.
Napr.
(a) ap=1,b,=-1, R=00
(b) ap=1,b,=1,R=1=R;
(c) an=1+2"b,=-1,R=21=R;
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