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Bonus
6. Necht f:[0,1] — R. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenfmi plati?

(a) Funkee f je spojitd a | f(z)| < 1 pro kazdé = € [0, 1].
(b) Funkee f je spojita skoro viude a |f(z)| < 1 pro kazdé z € [0, 1].
(c) Rada ne1(f(z))™ je stejnomérné konvergentni na [0, 1].
Reseni:
¢ (a—b) Zfejmé.
o (b/a) Protipfiklad: f(z) = x na [0,1), f(1) = 4
e (bsc) Protipitklad: f(z) = z na [0,1), f(1) = 0. Pak % 2" = = na [0,1),
o) =, Rada ale nekonvergule stejnomeérné, protoze nesplituje nutnou
podminku. Totiz ™ # 0 na (0,1).
& (cféa) Protipfiklad: f(z) =0 na [0,1/2), f(z) = 3 na [1/2,1]. Pak sup|f™(z)| =
2,‘, coz je konvergentni Fada, tedy z Weierstrassova kritéria ta.da. konverguje. Ale
f neni spojita.
® (c/b) Protipiiklad: f(z) =0na[0,1]NQ, f(z) = 1 na [0,1]\Q. Pak sup |f*(z)| =
51,—,, coZ je konvergentn{ fada, tedy z Weierstrassova kritéria fada konverguje. Ale
f nenf spojita v zadném bodé [0, 1].
e (a—c) Protoze f je spojit, je spojita i | f|. Spojita |f| nabyva maxima, tedy Jzo:

|f(@)] < |f(z0)| < 1. Tedy oy = |f™(z)| = |f™(20)]|. Ale oot | (zo)| konverguje.
Tedy (c) plati.

7. Pravda nebo nepravda?

(a) Necht f, = f na intervalu [a,b] a (b,c]. Pak f, = f na [a, .
Regeni: Pravda. Zvolme ¢ > 0. Pak 3n; tak, e Vz € [a,b] Vn > nq je
|fo(z) — f(2)] <e.
Stejné tak Ing tak, Ze Vo € (b,c] Vn > ng
|fn(2) = f(2)] <e.
Zvolme tedy € > 0 a poloZme ng = max{ni,ns}. Pak pro ¥z € [a, ] je
|fu(z) — f(z)| <e.

(b) Necht f, =3 f na mnoZinach Ay, Aa, ..., Ay Pak f, = f na UM A;.
Resenf: Pravda, analogicky (a).

(c) Necht f, =3 f na mnoZinach Ay, A, . ... Pak f, =% f na LI,
ReSeni: Nepravda. Protipiiklad: f, = 2", A; = [0,1— l/a]‘

loc
(d) Necht K je kompakt. Pak f, = na K pravé tehdy, kdyz f, = na K.
ReZeni: Zjevnd plati "=".

loc
Pro "<=" predpokladejme, Ze f, =. Tedy pro kazdé z € K existuje oteviené okoli B,
tak, Ze f, = na K N B,. Systém B, tvoii oteviené pokryti K, tedy lze vybrat koneéné
podpokryti. Tvrzeni pak plyne z (b).
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