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ResSeni:

1. Y x™. Zde jde o geometrickou fadu, a jak zndmo ta konverguje pravé tehdy, kdyz

n=1
x € (—1,1). Z minulych cviCeni vime, Ze posloupnost funkei x" nekonverguje k

nule stejnomérné, tedy dle nutné podminky (Véta 1) vime, Ze konvergence zadané

)

rady neni stejnomérnd. Nicméné konvergence je lokdlné stejnomérnd. Uvazujme
interval [-K, K] pro K € (0,1), a na ném vys$etfujme stejnomérnou konvergenci
rady. Pocditejme
a, = sup {|x"|} =K".
xe[-K,K]

Tedy Y., an konverguje (opét geometrickd tada), a tedy (z Véty 2) 3, x" = na

loc.
[-K,K]atedy Y7, x" = na (-1,1).

Z Véty 3 vime, Ze Y7, x" je na svém defini¢nim oboru (—1,1) spojita.

p 1#“. ,Bodovd“ konvergence rady je jednoduchd. Pro x = 1 rada zjevné
diverguje, a pro x € R\ {0} konverguje (tfeba podle limitniho srovnéavaciho kri-
téria s #). Stejnomérnd vsak tato konvergence opét neni, zase neni splnéna nutnd
podminka - Véta 3. N&jak (tady je to skoro vidét a lze si to tipnout, pripadné mi-
Zeme derivovat) zvolime body x, = 1, respektive x, = —1, potom u,(x,) = 3, tedy
konvergence neni stejnomérnd na intervale (0, 0o), respektive (—o0,0).

Vy$etrujme lokdlné stejnomérnou konvergenci na intervale (0, co) (pro (—oo,0) by
to bylo totéz). M&jme déan interval [K, co) pro K € (0, o). Pak

1 1
n —xfﬁgo){n”x2+1}  K2n2+1’

tedy Y, a, konverguje (tfeba opét limitni srovndvaci kritérium), takze (z Véty 2)
loc.
Y ,un = na intervale [K,c0), a tedy Y. ,u, = na (0,00) a ze symetrie i na

(—00,0).

Z Véty 3 vime, Ze Y., u, je na intervalech (—oo,0) a (0, 00) spojitd.

(o.¢]
. Y x?e™* Jeli x = 0, pak Fada zjevn& konverguje. Je-li x < 0, pak neni splnéna
n=1

nutnd podminka konvergence lim x%e " = oo, a tedy rada diverguje. A je-li x > 0,

pak jde o geometrickou radu x?Y >, (%)n, kterd konverguje. Tedy zadana rada
konverguje na intervale [0, 0o).

A dokonce jde i o konvergenci stejnomeérnou, coz vyplyne z vypoctu:

{ = }
a, = sup .
xef0,00) || €™
, ) . o 2 y . 2 ,
Hleddme extrém, zderivujeme a zjistime, Ze na [O, %] je funkce & rostouci a na
[2, 00] Klesajici. Tedy maximum je pro x = Z, a
4
an = 55"
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Konvergence rad funkci 13.

Naleznéme jeji maximum.
s _ n(n*=3z?) . ; 2
Prox € (0,00) jeal, (x) = 3t a2)2 & tedy funkee a, je rostouci na [0,n2//3]
a klesajici na [n?/+/3, +00). Maximum mé tedy v bodé x,, = n?/+/3. Dosazenim

o0
zjistime, ze a,(x,) = V2T Protoze fada > :ZL—Q? konverguje (viz §45), konverguje
n=1

4n?
nase fada stejnomérné na [0, +00) podle Weierstrassova kritéria. Je totiz |a,(z)| =
4
an(x) < V2T 110 kazdé @ € [0, 00). n

4n?

oo
Piriklad Nakterych intervalech je stejnomérné konvergentni fada > x"?
n=1
Urcete maximéalni intervaly, na kterych rada konverguje lokalné stejnomeérné.

Reseni. Nejprve vysetfeme bodovou konvergenci. Dle §39 fada konverguje, pravé
kdyz x € (—1,1). Z pfikladu v §85 uz vime, ze nekonverguje stejnomérné na zad-
ném intervalu tvaru (1 — ,1). Stejné lze ukédzat, Ze nekonverguje stejnomérné na
intervalech (—1,—1+ ¢) pro € > 0, protoZe ani na téchto intervalech posloupnost
funkci =™ nekonverguje stejnomérné k 0.

Daéle uvazujme interval [—1 +¢,1 — €] pro € € (0,1). Je-li = z tohoto intervalu,

O

pak |z < (1 —¢)™. Protoze > (1 —¢)™ konverguje, podle Weierstrassova kritéria
n=1

nase fada konverguje stejnomérné na [—1 +¢,1 — ¢].

Shriime vysledky: Maximélni mnozinou, kde fada konverguje bodové, je (—1, 1);
fada konverguje stejnomérné na [—1 4 ¢,1 — ¢] pro kazdé ¢ € (0,1), konvergence
neni stejnomérna na (1 —e,1) ani na (—1,—1+ ¢) pro zadné € > 0. Protoze podle
predchozi véty pro kazdé x € (—1,1) fada konverguje stejnomérné na néjakém okoli
x, fada konverguje lokalné stejnomérné na (—1,1). [ ]

o0
Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada > 2"~ 7 ?
n=1

Reseni. Vsechny ¢leny fady maji smysl pro_z € R\ {0}. Na podmnozinich této

mnoziny je jeji konvergence (bodové, stejnomérnd, lokalné stejnomérnd) ekviva-
o oo

lentni pifslusnému typu konvergence fady > 2™~ 7, coz je fada Y 2™. Z piedcho-
n=8 n=1

ziho piikladu a §86 plyne, ze fada konverguje stejnomérné na intervalech [—1+¢, 0)

a (0,1 — €] pro kazdé € € (0,1), nikoli vSak na (—1,—1+¢) nebona (1 —¢,1). H

Weierstrassovo kritérium je postacujici podminkou pro stejnomérnou konver-
genci, nikoli vSak podminkou nutnou. A to ani pro fady s nezapornymi ¢leny. O tom
svedci i predchozi priklad — tam uvedena rada konverguje stejnomérnée napriklad na
(0,1/2). Nicméné prvnich Sest ¢lent této fady tvoii funkce, které na (0, 1/2) nejsou
omezené, a tudiz predpoklady Weierstrassova kritéria nemohou byt splnény. Weier-

oo
strassovo kritérium lze ovSem pouzit na fadu Y 2"7, coz bylo udélano v pred-
n==8
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ResSeni:

1.

Y x". Zde jde o geometrickou tadu, a jak zndmo ta konverguje pravé tehdy, kdyz
n=1
x € (—1,1). Z minulych cviCeni vime, Ze posloupnost funkei x" nekonverguje k

nule stejnomérné, tedy dle nutné podminky (Véta 1) vime, Ze konvergence zadané
rady neni stejnomérnd. Nicméné konvergence je lokdlné stejnomérnd. Uvazujme
interval [-K, K] pro K € (0,1), a na ném vys$etfujme stejnomérnou konvergenci
rady. Pocditejme
an= sup {x"[} = K".
xe[-K,K]
Tedy Y., an konverguje (opét geometrickd tada), a tedy (z Véty 2) 3, x" = na
loc.
[-K,K]atedy Y7, x" = na (-1,1).
Z Véty 3 vime, Ze Y7, x" je na svém defini¢nim oboru (—1,1) spojita.

e 1

,12 n?x? +1
diverguje, a pro x € R\ {0} konverguje (tfeba podle limitniho srovnéavaciho kri-
téria s #). Stejnomérnd vsak tato konvergence opét neni, zase neni splnéna nutnd
podminka - Véta 3. N&jak (tady je to skoro vidét a lze si to tipnout, pripadné mi-
Zeme derivovat) zvolime body x, = 1, respektive x, = —1, potom u,(x,) = 3, tedy
konvergence neni stejnomérnd na intervale (0, 0o), respektive (—o0,0).

. ,Bodovd“ konvergence rady je jednoduchd. Pro x = 1 rada zjevné

Vy$etrujme lokdlné stejnomérnou konvergenci na intervale (0, co) (pro (—oo,0) by
to bylo totéz). M&jme déan interval [K, co) pro K € (0, o). Pak

1 1
n —xfﬁgo){n”x2+1}  K2n2+1’

tedy Y, a, konverguje (tfeba opét limitni srovndvaci kritérium), takze (z Véty 2)
loc.
Y ,un = na intervale [K,c0), a tedy Y. ,u, = na (0,00) a ze symetrie i na

(—00,0).

Z Véty 3 vime, Ze Y., u, je na intervalech (—oo,0) a (0, 00) spojitd.

(o.¢]
. Y x?e™* Jeli x = 0, pak Fada zjevn& konverguje. Je-li x < 0, pak neni splnéna
n=1

nutnd podminka konvergence lim x?e ™™ = oo, a tedy Fada diverguje. A je-li x > 0,

pak jde o geometrickou radu x?Y >, (%)n, kterd konverguje. Tedy zadana rada
konverguje na intervale [0, 0o).

A dokonce jde i o konvergenci stejnomeérnou, coz vyplyne z vypoctu:

{ = }
a, = sup .
xef0,00) || €™
, ) . o 2 y . 2 ,
Hleddme extrém, zderivujeme a zjistime, Ze na [O, %] je funkce & rostouci a na
[2, 00] Klesajici. Tedy maximum je pro x = Z, a
4
an = 55"
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Tedy Y, a, konverguje, a tedy (diky Vété 2) zadand tada konverguje absolutné
na [0, 0o).

Z Véty 3 vime, Ze Y, u, je na intervale [0, 0o) spojita. (Je tPeba si rozmyslet, Ze to
plati i pro [polo)uzavieny interval].

2

2
e x
. Y. log <1 + ]—> Nejprve je treba si vzpomenout na zndmou nerovnost
- nlog“n

log1 +y) < y.

Kdyby nds zajimal jeji dtikaz, tak si sta¢i uvédomit, ze

1+y 1 1+y
/ —dt < / dt.
1 t 1

S timto poznatkem jiz vidime, Ze

(e.¢]

Zlog <1+ nlog n> anog n

n=

JelikoZ je napravo konvergentni tfada (jednoduché pouziti kondenzaéniho kritéria),
konverguje i zadand rada pro kazdé x € R.

Opét je vidét, ze to nekonverguje stejnomérné, nebot posloupnost x, = v/nlog®n
nasvédcuje, Ze neni splnéna nutnd podminka stejnomérné konvergence — Véta 1.
Vysettujme tedy lokdlné stejnomérnou konvergenci. Necht mdme zaddn interval
[—-K, K]. Na ném pocitejme

x? x? K?
log {1+ —5— < sup 5 = 5
nlog“n xe[-KK] [ nlog”n nlog“n
tedy Y, a, konverguje (opét kondenzacm kritérium), a tedy diky Vété 2 plati, Ze
Yoo un=nal[-K K] atedy Y7, u, :3 na R.

A z Véty 3 vime, Ze Y, u, je na R spojitd.

a, = sup {
xe[-K,K]

e 2x
. Y arctan <m> Zde to konverguje stejnomérné na R, tedy je tam i spojita.

Derivaci zjistime, Ze a, = u,(vVn®). A ¥, arctan <2"2> konverguje (pro y > 0 je
arctan(y) < y).



A4

Priklad 13.8. Rada Xé [O 00)
oo l
(39) fe(z), kde fi(x):= 2% pro viechna € R,

diverge-pro=—r¥echma=——="R= konverguje pro viechna = € R%. ProtoZe pro kazdé
z e Rje fi(x) = ka*~1(1 — x), protoZe se tato derivace v R rovna 0, pravé kdyz
je x =1, a protoze fi(0) = fp(+00—) =0, fr(1) = e~ ¥, nabyva nezdporné funkce
f&|RY v bodé 1 svého maxima. (Sr. s V.8.2.)

Konvergentni fada Y .-, e je tedy majorantou v R fady (39), kterd tam
proto podle srovnavaciho kritéria konverguje stejnomérné.

Priklad 13.9°. Porovnejme stejnomérnost konvergence fad o ¢lenech
(40) ) = — (@) =
r)i=——— a x) = ———
k 1+ k222 Ik 1+ k2227
kde k e Na z € R. Obé fady > po; fx(0), Y pe; g9x(0) jsou nulové, tedy konver-
gentni; je-li x #£ 0, je
lz| 1 x? < 1
k22 2|z 272 — k27

(41) | fr(2)| <

o

7Z toho plyne, ze

oo [ee]
(42) fada ka konverguje v R bodové, fada ng stejnomérné.
k=1 k=1

Z prvniho odhadu je zaroveii patrné, ze || > § > 0 = | fr(x)| < 1/k%5, takze
(podle V.13.13)

(o)
(42) fada Z fr konverguje stejnomérné v R — U(0, §) pro kazdé § ¢ R .
k=1

Ukazme, Ze fada

(43) Z fx nekonverguje stejnomérné v zédném P*(0) a v zddném P~ (0);
k=1

vzhledem k lichosti funkci fi sta¢i nestejnomérnost konvergence dokazat jen pro
intervaly tvaru (0,d), kde 6 € Ry. K tomu staéi ovéfit neplatnost pfislusné BC
podminky, tj. platnost jeji negace, kterd zni:

(44) Existuje € ¢ Ry tak, Ze pro kazdé ng € N existuje n > ng, pc N a x € (0,9)
tak, Ze | ZZ:£+1 fe(@)] >e.

V nasem piipadé vsak plati dokonce toto silnéjsi a konkrétnéjsi tvrzeni:
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Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

o
Priklad Radafunkel ) %- nekonverguje stejnomérné na [0,1], nebot po
n=1
dosazeni x = 1 rada diverguje.

Poznamka. Vysettovani bodové konvergence fad funkei je vlastné zkouméanim kon-
vergence ciselné fady s parametrem. Proto se v pripadé potfeby budeme na radu
funkci divat jako na fadu s parametrem. A mluvime-li o konvergenci rady funkci
na mnoziné, myslime samoziejmé bodovou konvergenci.

§85.  To, ze rada nekonverguje stejnomérné, 1ze nékdy dokazat s pouzitim nasle-
dujici nutné podminky pro stejnomérnou konvergenci.
o
Jestlize tada > an,(x) konverguje (lokdlné) stejnomérné na mnoziné M, pak

n=1
funkce an,(x) na M konverquji (lokdlné) stejnomerné k 0.

Priklad Konvergujefada ) z" stejnomérné na intervalu (0,1)?
n=1

Reseni. Prokazdén € N je funkce z™ na (0, 1) rostouci a v bodé 1 zleva ma limitu
1, je tedy sup,¢ (g 1) " = 1. Proto funkce 2™ nekonverguji k 0 stejnomérné na (0, 1).
Tudiz nase rada nekonverguje stejnomeérné. [

Stejnym zptsobem lze ukéazat, ze fada z predchoziho pfikladu nekonverguje
stejnomérné na zadném intervalu tvaru (1 —¢,1) pro ¢ € (0,1).

§86. Neékdy miize byt uzitecny nasledujici trivialni postieh.
0.} o0
Necht > an(zx) je tada funkci na mnoziné M a ng € N. Pak Tada > an(x)
n=1 n=1

konverguje ?lokcilné) stejnomerné na M, privé kdyz (lokdlné) stejnomérné na M
o

konverguje fada > an(x).
n=no
Tento postieh sadm o sobé prilis aplikaci nemé, jeho dilezitost spociva v kom-
binaci s jinymi kritérii. Casto totiz staci, aby piedpoklady kritéria byly splnény
,od jistého ng pocinaje“.

887. Jednoduchou postacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci rad je
Weierstrassovo kritérium.

oo
Jestlize (¢iselnd) tada > b, konverguje a pro kazdé x € M a n € N plati
n=1

o0
lan(z)| < by, pak Y an(z) konverguje stejnomérné na M.
n=1

oo
Piiklad Zkoumejte stejnomérnou konvergencitady > HZﬁQ na [0, +00).
n=1

ny/x

nt4x2°

Reseni. Oznacme a,(x) = Funkce a,, je spojitd a nezéporna na [0, +00).
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Konvergence rad funkci 13.

Naleznéme jeji maximum.
s _ n(n*=3z?) . ; 2
Prox € (0,00) jeal, (x) = 3t a2)2 & tedy funkee a, je rostouci na [0,n2//3]
a klesajici na [n?/+/3, +00). Maximum mé tedy v bodé x,, = n?/+/3. Dosazenim

o0
zjistime, ze ap(x,) = V2T Protoze fada > :ZL—Q? konverguje (viz §45), konverguje
_— n=1

4n?
nase fada stejnomérné na [0, +00) podle Weierstrassova kritéria. Je totiz |a,(z)| =
4
an(x) < V2T 110 kazdé @ € [0, 00). n

4n?

oo
Piriklad Nakterych intervalech je stejnomérné konvergentni fada > x"?
n=1
Urcete maximéalni intervaly, na kterych rada konverguje lokalné stejnomeérné.

Reseni. Nejprve vysetfeme bodovou konvergenci. Dle §39 fada konverguje, pravé
kdyz x € (—1,1). Z pfikladu v §85 uz vime, ze nekonverguje stejnomérné na zad-
ném intervalu tvaru (1 — ,1). Stejné lze ukédzat, Ze nekonverguje stejnomérné na
intervalech (—1,—1+ ¢) pro € > 0, protoZe ani na téchto intervalech posloupnost
funkci =™ nekonverguje stejnomérné k 0.

Daéle uvazujme interval [—1 +¢,1 — €] pro € € (0,1). Je-li = z tohoto intervalu,

O

pak |z < (1 —¢)™. Protoze > (1 —¢)™ konverguje, podle Weierstrassova kritéria
n=1

nase fada konverguje stejnomérné na [—1 +¢,1 — ¢].

Shriime vysledky: Maximélni mnozinou, kde fada konverguje bodové, je (—1, 1);
fada konverguje stejnomérné na [—1 4 ¢,1 — ¢] pro kazdé ¢ € (0,1), konvergence
neni stejnomérna na (1 —e,1) ani na (—1,—1+ ¢) pro zadné € > 0. Protoze podle
predchozi véty pro kazdé x € (—1,1) fada konverguje stejnomérné na néjakém okoli
x, fada konverguje lokalné stejnomérné na (—1,1). [ ]

o0
Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada > 2"~ 7 ?
n=1

Reseni. Vsechny cleny fady maji smysl pro z € R\ {0}. Na podmnozinich této

mnoziny je jeji konvergence (bodové, stejnomérnd, lokalné stejnomérnd) ekviva-
o oo

lentni pifslusnému typu konvergence fady > 2™~ 7, coz je fada Y 2™. Z piedcho-
n=8 n=1

ziho pfikladu a §86 plyne, Ze fada konverguje stejnomérné na intervalech [—1+¢,0)

a (0,1 — €] pro kazdé € € (0,1), nikoli vsak na (—1,—1+¢) nebona (1 —¢,1). H

Weierstrassovo kritérium je postacujici podminkou pro stejnomérnou konver-
genci, nikoli vSak podminkou nutnou. A to ani pro fady s nezapornymi ¢leny. O tom
svedci i predchozi priklad — tam uvedena rada konverguje stejnomérnée napriklad na
(0,1/2). Nicméné prvnich Sest ¢lent této fady tvoii funkce, které na (0, 1/2) nejsou
omezené, a tudiz predpoklady Weierstrassova kritéria nemohou byt splnény. Weier-

oo
strassovo kritérium lze ovSem pouzit na fadu Y 2"7, coz bylo udélano v pred-
n==8
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7e

12.5. POCETNT PRIKLADY KE STEJNOMERNE KONVERGENCI POSLOUPNOSTI A RAD FUNKC{721

Dle Véty2.2.46 plati

fa(x) = f(x) = %3’ x €[0,3],

x, x€(3,00).

Jelikoz

1 1_
(o= /Y@ =~ (" +3)7 " nx" >0, x€(0.3).
n
je fu — f nezaporna a rostouci na [0, 3]. Tedy

sup | fu(x) — f(x)] < f/ﬁ—3:3(i’/§—1) -0,

x€[0,3]

coz znamend, z¢ f, = f na |0, 3].
Na intervalu [3, o0) plati

o 1Y) = L 435 1 1 <0, xe @00,
n
a tedy je f, — f klesajici na [3, 00). Zjevné je f, — f > 0, a proto
sup | fu(x) — f(x)] < V23" -3 =3 (ﬁfz— 1) — 0.
x€[3,00]

Tedy f, = fina(3,00). Proto f, = f na [0, c0). s

12.5.12. Priklad. Vysetrete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci ra-
dy

oo

nx
L YER
n=1

ReéSeni. Pro kazdén € N je funkce fn(x) =
0. Jelikoz

Tinsyz lichd a v nekoneénu mé limitu

/ — n _
20 = ey (

M4 funkce v bodé —-% minimum a v bodé Ls maximum. V absolutni hodnoté

n2

Ize tak funkci f, odhadnout &islem —5 Jehkoz radaZ >, - konverguje, zadana
n2

fada konverguje stejnomérné dle Vety 12.3.3. —_— ry

12.5.13. Priklad. Vysetfete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci fa-

dy

Zlog 1+ x eR.
nlog n



Priklad 13.8. Rada

(39) ka(ac), kde fi(z) := zFe™* pro vechna z € R,
k=1

diverguje pro vSechna r € R_, konverguje pro vSechna x ¢ RSL. Protoze pro kazdé
z e Rje fi(x) = ka*~1(1 — x), protoZe se tato derivace v R rovna 0, pravé kdyz
je x = 1, a protoze fi(0) = fp(+00—) =0, fr(1) = e~ ¥, nabyva nezdporné funkce
f&|RY v bodé 1 svého maxima. (Sr. s V.8.2.)

Konvergentni fada Y .-, e je tedy majorantou v R fady (39), kterd tam
proto podle srovnavaciho kritéria konverguje stejnomeérné.

Priklad 13.9°. Porovnejme stejnomérnost konvergence fad o ¢lenech

—

X \ .Z'2
(40) fu() = T2 @ gr(x) :== 1522 /\%

kde k e Na z € R. Obé fady > po; fx(0), Y pe; g9x(0) jsou nulové, tedy konver-
gentni; je-li x #£ 0, je

|x] 1 22 < 1

k22 2|z 272 — k27

(41) | fr(2)| <

o

7Z toho plyne, ze

oo [ee]
(42) fada ka konverguje v R bodové, fada ng stejnomérné.
k=1 k=1

Z prvniho odhadu je zaroveii patrné, ze || > § > 0 = | fr(x)| < 1/k%5, takze
(podle V.13.13)

(o)
(42) fada Z fr konverguje stejnomérné v R — U(0, §) pro kazdé § ¢ R .
k=1

Ukazme, Ze fada

(43) Z fx nekonverguje stejnomérné v zédném P*(0) a v zddném P~ (0);
k=1

vzhledem k lichosti funkci fi sta¢i nestejnomérnost konvergence dokazat jen pro
intervaly tvaru (0,d), kde 6 € Ry. K tomu staéi ovéfit neplatnost pfislusné BC
podminky, tj. platnost jeji negace, kterd zni:

(44) Existuje € ¢ Ry tak, Ze pro kazdé ng € N existuje n > ng, pc N a x € (0,9)
tak, Ze | ZZ:£+1 fe(@)] >e.

V nasem piipadé vsak plati dokonce toto silnéjsi a konkrétnéjsi tvrzeni:
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ResSeni:

1.

Q2

Y x". Zde jde o geometrickou tadu, a jak zndmo ta konverguje pravé tehdy, kdyz
n=1
x € (—1,1). Z minulych cviCeni vime, Ze posloupnost funkei x" nekonverguje k

nule stejnomérné, tedy dle nutné podminky (Véta 1) vime, Ze konvergence zadané
rady neni stejnomérnd. Nicméné konvergence je lokdlné stejnomérnd. Uvazujme
interval [-K, K] pro K € (0,1), a na ném vys$etfujme stejnomérnou konvergenci
rady. Pocditejme
an= sup {x"[} = K".
xe[-K,K]
Tedy Y., an konverguje (opét geometrickd tada), a tedy (z Véty 2) 3, x" = na
loc.
[-K,K]atedy Y7, x" = na (-1,1).
Z Véty 3 vime, Ze Y7, x" je na svém defini¢nim oboru (—1,1) spojita.

Y UL ,Bodovd“ konvergence rady je jednoduchd. Pro x = 1 rada zjevné
n=1

diverguje, a pro x € R\ {0} konverguje (tfeba podle limitniho srovnéavaciho kri-
téria s #). Stejnomérnd vsak tato konvergence opét neni, zase neni splnéna nutnd
podminka - Véta 3. N&jak (tady je to skoro vidét a lze si to tipnout, pripadné mi-

Zeme derivovat) zvolime body x, = 1, respektive x, = —1, potom u,(x,) = 3, tedy

konvergence neni stejnomérnd na intervale (0, 0o), respektive (—o0,0).

Vy$etrujme lokdlné stejnomérnou konvergenci na intervale (0, co) (pro (—oo,0) by
to bylo totéz). M&jme déan interval [K, co) pro K € (0, o). Pak

1 1
n —xfﬁgo){n”x2+1}  K2n2+1’

tedy Y, a, konverguje (tfeba opét limitni srovndvaci kritérium), takze (z Véty 2)
loc.
Y ,un = na intervale [K,c0), a tedy Y. ,u, = na (0,00) a ze symetrie i na

(=00, 0T

Z Véty 3 vime, Ze Y., u, je na intervalech (—oo,0) a (0, 00) spojitd.

(o.¢]
Y x?e™*. Je-li x = 0, pak Fada zjevn& konverguje. Je-li x < 0, pak neni splnéna
n=1

nutnd podminka konvergence lim x%e " = oo, a tedy rada diverguje. A je-li x > 0,

pak jde o geometrickou radu x?Y >, (%)n, kterd konverguje. Tedy zadana rada
konverguje na intervale [0, 0o).

A dokonce jde i o konvergenci stejnomeérnou, coz vyplyne z vypoctu:

{ = }
a, = sup .
xef0,00) || €™
, ) . o 2 y . 2 ,
Hleddme extrém, zderivujeme a zjistime, Ze na [O, %] je funkce & rostouci a na
[2, 00] Klesajici. Tedy maximum je pro x = Z, a
4
an = 55"

2



Tedy Y, a, konverguje, a tedy (diky Vété 2) zadand tada konverguje absolutné
na [0, 0o).

Z Véty 3 vime, Ze Y, u, je na intervale [0, 0o) spojita. (Je tPeba si rozmyslet, Ze to
plati i pro [polo)uzavieny interval].

2

2
e x
Y log <1 + ]—> Nejprve je treba si vzpomenout na zndmou nerovnost
- nlog“n

log1 +y) < y.

Kdyby nds zajimal jeji dtikaz, tak si sta¢i uvédomit, ze

1+y 1 1+y
/ —dt < / dt.
1 t 1

S timto poznatkem jiz vidime, Ze

(e.¢]

Zlog <1+ nlog n> anog n

n=

JelikoZ je napravo konvergentni tfada (jednoduché pouziti kondenzaéniho kritéria),
konverguje i zadand rada pro kazdé x € R.

Opét je vidét, ze to nekonverguje stejnomérné, nebot posloupnost x, = v/nlog®n
nasvédcuje, Ze neni splnéna nutnd podminka stejnomérné konvergence — Véta 1.
Vysettujme tedy lokdlné stejnomérnou konvergenci. Necht mdme zaddn interval
[—-K, K]. Na ném pocitejme

x? x? K?
log {1+ —5— < sup 5 = 5
nlog“n xe[-KK] [ nlog”n nlog“n
tedy Y, a, konverguje (opét kondenzacm kritérium), a tedy diky Vété 2 plati, Ze
Yoo un=nal[-K K] atedy Y7, u, :3 na R.

A z Véty 3 vime, Ze Y, u, je na R spojitd.

a, = sup {
xe[-K,K]

(e.¢]

2x
. Y arctan <m> Zde to konverguje stejnomérné na R, tedy je tam i spojita.

Derivaci zjistime, Ze a, = u,(vVn®). A ¥, arctan <2"2> konverguje (pro y > 0 je

arctan(y) < y).



406 KAPITOLA 14. Stejnomérna konvergence

YA YA Y

Obr. 14.1.

Funkce g, jsou spojité a tvori neklesajici posloupnost funkeiz C([0,1]), kterd konverguje
k funkci g (jde o soudet fady > o, f»). Rada zfejmé bodové konverguje, nebot v kazdém
bodé je nenulova maximalné jedna z funkci f,. Rada viak zfejmé nekonverguje stejno-
mérné na intervalu [0, 1]. Podle Véty 14.3.3 nemtze byt g spojitd funkce (je nespojité
pravé v bodé 0). Funkce g je sice spojitd na intervalu (0, 1], to vSak neni kompaktni
mnozina. Odtud vidime, Ze pfedpoklady spojitosti limitni funkce a také kompaktnosti
intervalu v Diniho Vété 14.3.3 jsou podstatné.

Nasledujici tvrzeni pro fady je velmi uziteéné; v literatufe byva oznacovano
casto jako Weierstrassiv M-test nebo majorantni kritérium. Jak snadno nahléd-
neme, jde o postacugici podminku pro stejnomérnou konvergenci fady funkeci.

Véta 14.3.5 (o majorantni ¥adé&). Necht > ., fi je Tada funkci definova-
nych na
mnozin€ A a necht pro (skoro vSechna) k € N je sup{|fx(t)]; ¢ € A} < ai.
Jestlize Z/Zi1 ag < 00, potom Tada Z;’;l fr konverguje stejnomérné na A.

Diikaz. Pro ¢asteéné soucty s, fady Y o, fix snadno dostaneme pii m > n odhad
supq{|sm(t) — sn(t);t € A} < ap1+ -+ am; (14.6)

protoze fada > -, ai konverguje, existuje k ¢islu e > 0 takové k € N, pro které
je soucet na pravé strané nerovnosti (14.6) pro jakdkoli m > n > k odhadnut
shora ¢islem e. Posloupnost ¢asteénych souctt {s,} tedy spliiuje podminku z
Véty 14.1.3, z ¢ehoz jiz tvrzeni véty vyplyva. O

Priklad 14.3.6 (Riemann *1861). Definujeme-li funkci g jako soucet fady

= sin(k2z)
glx) = — . TER, (14.7)
k=1
pro vSechna z € R dostavame
sin(k’z) <1
k2 ‘ = k2

afada Y oo k2 konverguje. Podle Véty 14.3.5 konverguje proto fada v (14.7) stejno-
mérné. Proto je funkce g spojita na R.
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Potom pro kazdé m,n € N splnujicim > n > ng a pro kazdé x € M plati

|Zf,(x)| Zlf,(x)l Yo <e
j=n

Ove¢rili jsme Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Rada je tedy konvergentni podle

Poznamky 12.3.2(a). ]

12.3.4. Priklad. Necht o > 1. Dokazte, ze fady

>, cos(nx) >, sin(nx)
D X

n=1 n=1

jsou stejnomérné konvergentni na R.

Reseni. Pron € N definujeme

| cos(nx)]
Op = sup —————.

«a
xeR n

Potom

e Ve

a tedy je fada konvergentni podle Weierstrassova kritéria. Dtikaz stejnomérné kon-
vergence druhé fady je mozné provést obdobné. Iy

12.3.5. Poznamka. Weierstrassovo kritérium nedava odpovéd na otazku, zda jsou
fady

i cos(nx) >, sin(nx)
o ’ Z o
n=1 n n=1 n

stejnomérné konvergentni na R pro « € (0, 1].

12.3.6. Véta (Abelovo kritérium stejnomérné konvergence). Necht M je mnozina,
fa: M >R, gy M — R, n € N. Necht plati

(i) pro kazdé x € M je posloupnost redlnych ¢isel {g,(x)},—; monoténni
(libovolnym zpisobem),
(i) {gn} je posloupnost stejné omezenych funkci, tj.

dK >0Vne NVxeM:|g,(x)| <K,
(i) Ypr; fn=2naM.

Potom

angn aM.



/e

12.5. POCETNT PRIKLADY KE STEJNOMERNE KONVERGENCI POSLOUPNOSTI A RAD FUNKC{721

Dle Véty2.2.46 plati

fa(x) = f(x) = %3’ x €[0,3],

x, x€(3,00).

Jelikoz

1 1_
(o= /Y@ =~ (" +3)7 " nx" >0, x€(0.3).
n
je fu — f nezaporna a rostouci na [0, 3]. Tedy

sup | fu(x) — f(x)] < W—3:3(2/E—1) -0,

x€[0,3]

coz znamend, z¢ f, = f na |0, 3].
Na intervalu [3, o0) plati

o 1Y) = L 435 1 1 <0, xe @00,
n
a tedy je f, — f klesajici na [3, 00). Zjevné je f, — f > 0, a proto
sup | fu(x) — f()] = Y237 =3 =3(¥2-1) >0,
x€[3,00]

Tedy f, = fina(3,00). Proto f, = f na [0, c0). s

12.5.12. Priklad. Vysetrete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci ra-
dy

oo

nx
L YER
n=1

ReéSeni. Pro kazdén € N je funkce fn(x) =
0. Jelikoz

Tinsyz lichd a v nekoneénu mé limitu

n

flx) = Ty (1-

M4 funkce v bodé —-% minimum a v bodé Ls maximum. V absolutni hodnoté

n
lze tak funkci f, odhadnout ¢islem = Jehkoz rada > o | - konverguje, zadana
n2

fada konverguje stejnomérné dle Vety 12.3.3. ry

12.5.13. Priklad. Vysetfete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci fa-

dy

Zlog 1+ x eR.
nlog n
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5 v s . v v o) 1 .
Reseni. Jelikoz log(1 4+t) <t,t € (—1,00),atada ) ,_, g n konverguje, konver-
guje bodové i zadana rada. Protoze véak

xll)rrolo log (1 +

nckonverguji ¢leny rady stejnomérné k 0. Proto dana fada nekonverguje stejnomér-

2

x2 ):oo, neN,
nlog”n

né¢ na R dle Poznamky 12.3.2.
Uvazujme nyni libovolny interval [—¢, ¢], kde ¢ > 0. Pak

2 2
sup log |1+ & >— | < 1 5
xel—q.q] nlog”n nlog”n

a tedy dle Véty 12.3.3 fada konverguje stejnomérné na [—¢, g]. *

12.5.14. Piiklad. Ukazte, ze fada

o

Z Sin nx
n

n=+

nckonverguje stejnomérné na (0, ).

Resen, Pouzijeme Poznamku 12.3.2(a), tj. ukdzeme, Ze dana fada na (0, ) nespl-
nuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Uvazujme libovolné n € N. Pak

2 .k
sin(5;,)
=)

k=n

2n

sin kx
2%

k=n

sup

x€(0,m)

. 2n . 1
sin(z;,) sin 5
> 1> —=»0.
- 2n kZ: -2

=n

Tedy fada nekonverguje stejnomérné na (0, ). *

12.5.15. Priklad. Zjistéte, zda je funkce

oo

. (=1)" arctg x"
f@x) = 2 — =T

spojita na svém definicnim oboru.

Resend. Vyzkoumejme nejprve, pro jaké x € R je fada konvergentni. Necht nejprve
i (=

x € [0, 00). Polozime-lia, = ST

(Véta 3.3.1) a posloupnost {b,} je omezena a monoténni (neklesajici prox > 1 a

nerostouci pro x € [0, 1]). Dle Véty 3.3.5 tak fada >, ; anb, konverguje. Pokud

x € (—1,0), mame

a b, = arctg(x"), je fada Yo an konvergentni

(=1)" arctg(x") = arctg(|x[") < |x|",
a tedy rada konverguje dle Véty 3.2.2.



Priklad 13.8. Rada

(39) ka(ac), kde fi(z) := zFe™* pro vechna z € R,
k=1

diverguje pro vSechna r € R_, konverguje pro vSechna x ¢ RSL. Protoze pro kazdé
z e Rje fi(x) = ka*~1(1 — x), protoZe se tato derivace v R rovna 0, pravé kdyz
je x = 1, a protoze fi(0) = fp(+00—) =0, fr(1) = e~ ¥, nabyva nezdporné funkce
f&|RY v bodé 1 svého maxima. (Sr. s V.8.2.)

Konvergentni fada Y .-, e je tedy majorantou v R fady (39), kterd tam
proto podle srovnavaciho kritéria konverguje stejnomérné.

Priklad 13.9°. Porovnejme stejnomérnost konvergence fad o ¢lenech

—_—

(40) f (.T) — L a (l‘) — L
R T T ¥ kg2 IRE) = T g2
kde k e Na z € R. Obé fady > po; fx(0), Y pe; g9x(0) jsou nulové, tedy konver-
gentni; je-li x #£ 0, je
lz| 1 x? < 1
k22 2|z 272 — k27

(41) | fr(2)| <

o

7Z toho plyne, ze

oo [ee]
(42) fada ka konverguje v R bodové, fada ng stejnomérné.
k=1 k=1

Z prvniho odhadu je zaroveii patrné, ze || > § > 0 = | fr(x)| < 1/k%5, takze
(podle V.13.13)

(o)
(42) fada Z fr konverguje stejnomérné v R — U(0, §) pro kazdé § ¢ R .
k=1

Ukazme, Ze fada

(43) Z fx nekonverguje stejnomérné v zédném P*(0) a v zddném P~ (0);
k=1

vzhledem k lichosti funkci fi sta¢i nestejnomérnost konvergence dokazat jen pro
intervaly tvaru (0,d), kde 6 € Ry. K tomu staéi ovéfit neplatnost pfislusné BC
podminky, tj. platnost jeji negace, kterd zni:

(44) Existuje € ¢ Ry tak, Ze pro kazdé ng € N existuje n > ng, pc N a x € (0,9)
tak, Ze | ZZ:£+1 fe(@)] >e.

V nasem piipadé vsak plati dokonce toto silnéjsi a konkrétnéjsi tvrzeni:
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1 1

2n
1y 1
4 RS 2y
(45) n>g5 = 5, (0,9, k_szk(%) =

Z nerovnosti k < 2n totiz plyne, Ze k/2n < 1, takze 1 + (k/2n)2 <2 a

1

f’“(%) = o+ (k2n)?) = ﬁ

Résumé. Pres podobnost funkci (40) se obory stejnomérné konvergence piislus-
nych fad podstatné lisi: Druha fada konverguje stejnomérné v R, prvni konverguje
stejnomérné v intervalu I C R, pravé kdyz neni 0 € I, takze jeji konvergence je
lok&Iné stejnomérna v R — {0} a nestejnomérnd v kazdém P (0) i v kazdém P~ (0).

Podstatny rozdil v chovani obou fad zpisobil faktor z, kterym se g (z) lisi od
frx(z) a ktery podstatné zmensil hodnoty funkei gi(x) v blizkosti poc¢atku.

Poznamka 13.8. Jsou-li splnény predpoklady srovnavaciho kritéria (V.13.13),
konverguji obé& fady > p—; fi, D peq |fk| stejnomérné; nekdy se v takové situaci
iiké, ze fada > -, fx konverguje absolutn& stejnomérné. Poznamenejme, Ze v tvr-
zeni V.13.13 by stacilo uvést, Ze stejnomérné konverguje fada > .-, | fx|, protoze
stejnomérnou konvergenci fady > .-, f pak jiz zaru¢uje BC kritérium.

Stejnomérné konvergujici fadu, pro niz fada pfislusnych absolutnich hodnot di-
verguje, lze sestrojit velmi snadno. Ctenéf, ktery by nebyl spokojen s neabsolutné
konvergentni fadou o ¢lenech f, := (—1)*/k (ackoli je to zcela pravoplatny priklad,
protoze konvergentni fady s konstantnimi ¢leny nejsou ,zakazany“ a konverguji sa-
moziejmé stejnomérné), muze vysetiit napf. fadu

> (-1 gu(@), kde gi(x) := M,

k=1

ktera podle Abelova kritéria konverguje stejnomérné v R, zatimco Fada Y, gk
prislusnych absolutnich hodnot vsude v R diverguje, protoze pro vSechna = < R je
gk () > gr(0) > m/4k.

Miize se vSak stat, ze fada >_,-; fx na néjaké mnoziné X konverguje absolutné
i stejnomerné, nikoli vsak absolutné stejnomérne; ukazuje to tento priklad:

Budte fi funkce z P¥.13.9, polozme

(46) hgk,1 = fk, hgk = —fk pro kazdé k e N

a sy, Tesp. o, necht je n-ty casteény soucet fady > oo, hi resp. Y pe; | Ay |. Je ziejmé,
ze pro kazdé n € N je pak
(47) son—1(2) = fu(z)

T

T T =

a protoze nerovnosti | fn(z)| < fn(1/n) < 1/2n plati pro vSechna z € R a vSechna
n € N, je s, — 0 stejnomérné v R.
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Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

minulém prikladé. Nasledujici priklad ukazuje, ze Weierstrassovo kritérium neni
nutnou podminkou pro stejnomérnou konvergenci ani v kombinaci s §86.

Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada > a,(x),
n=1
kde
sinz proz € (0,7),
ay(z) =
0 pro z € R\ (0,7);
1
an(z) = —a1(x—(n—1)m)proxr € Ran>27
n

Reseni. Rada zfejmé konverguje pro kazdé x € R, protoZe a,(x) je nenulové nej-
(e @)

vyse pro jedno n € N. Pfitom a,(z) > 0 a max an(z) = 1. Rada ) I diverguje,
TE n=1

Weierstrassovo kritérium tedy pouzit nelze.
Nicméné, oznacime-li s(z) soucet a s, (x) n-ty ¢asteény soucet nasi rady, plati

1 “ . . v v
max |8(x) — sn(2)| = ;77, fada tedy konverguje stejnomérné na R. [
888.  Ekvivalentni podminkou pro stejnomérnou konvergenci rady je Bolzano-

Cauchyova podminka.
o

Rada Y an(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M, prdvé kdyz
n=1

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N,n > ng)(Vp € N)(Vx € M) (

Z An+k (37)
k=1

<g>.

o
Piriklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada »
n=1

nr_ 9
nttz2 °

Reseni. 7 limitniho srovnavaciho kritéria plyne (viz §43), Ze nase fada je (abso-
nT

lutné) konvergentni pro kazdé € R. Ozna¢me a,(x) = ;7% a zkusme opét najit
maximum funkee |a,(z)].

Proz € R je a/,(z) =

n(n*—z?)
(n4+x2)2 .
rostouci na [—n? n?] a klesajici na [n?,00). ProtoZe limita funkce a,, v —oo i
v +oo je rovna 0, je v bodé —n? minimum a v bodé n? maximum. Je tedy

Proto je funkce a, klesajici na (—oo, —n?|,

o
maﬂ§<|an(:v)| = an(n?) = 1/2n. Rada ) 1/2n je v8ak divergentni, a tak nelze
Te n=1
pouzit Weierstrassovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci na R.
Kdyz si vSak uvédomime, co jsme zjistili o monotonii funkci a,, vidime, ze
z Weierstrassova kritéria plyne stejnomérna konvergence nasi fady na intervalu
[T, T] pro kazdé T € (0,00). Zdtivodnéme to podrobné:
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Konvergence rad funkci 13.

Je-li ¢ € [-T,T) a n > VT, pak |an(x)| < a,(T). Pfitom fada > a,(T)
n>VT
konverguje (fada ze zadani konverguje pro kazdé = € R, a tedy i pro T"). Proto fada

> an(x) konverguje stejnomérné na [—7', 7] dle Weierstrassova kritéria. Dle §86
n>VT

na tomto intervalu konverguje stejnomérné i rada ze zadani.
To, Ze fada nekonverguje stejnomérné na (7',00) pro zadné T' € R dokazeme
pomoci Bolzano-Cauchyho podminky. Je totiz

n n

2\ (n + k)n? = n? n? B
Zan+k(” )_g(n—klﬁ)‘*%—n‘* ZZWZH'W—UM-

Zvolme tedy ¢ = 1/16. Je-li ng € N, vezméme n € N takové, ze n > ng a
n? > T, dale polozme p = n a x = n?. Pak uvedeny vypocet ukazuje, Ze neni spl-
néna Bolzano-Cauchyho podminka, konvergence tedy neni na (7', 00) stejnomérna.
Podobné, nebo s vyuzitim faktu, ze funkce a,, jsou liché, vidime, ze fada nekonver-
guje stejnomérné na (—oo,T") pro zadné T € R.
Shriime vysledky: Rada konverguje bodové na R, stejnomérné na kazdém ome-
zeném intervalu, na zadném neomezeném intervalu konvergence stejnomérna neni.
|

§89.  Jednou z postacujicich podminek pro stejnomérnou konvergenci ne nutné
absolutné konvergentnich fad je Dirichletovo kritérium.
o
Rada > an(x)b,(z) konverguje stejnomérné na mnoziné M, jestlize jsou spl-

n=1

nény ndasledugici podminky:

o0
(i) Cdstecné soucty fady > an(x) jsou stejné omezené na M (tj. existuje takové
n=1

N
K eR, Ze pro kazdé x € M a N € N je | > an(z)] < K).
n=1

(i) Posloupnost {b,(x)} je monotonni pro kazdé x € R a stejnomérné konverguje
k0.

Priklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné rada

> x
—1)" tg — 7
( )arcgn

n=1

Reseni. Pro x = 0 fada konverguje absolutné, pro x # 0 zfejmé konverguje podle

Leibnizova kritéria (ze konvergence neni absolutni lze zjistit napiiklad srovnanim
oo

s fadou > 1 pomoci limitniho srovnavaciho kritéria).
n=1

143
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Zkoumejme nyni stejnomérnou konvergenci na intervalu [% + &

%] Zde plati

(4 cosz(7r + s))zn

pricemz
oo £+8))n

konverguje. Tedy >, fn = na [ + e, 2] dle Véty 12.3.3.
Naintervalu [Z, Z] pouzijeme Vétu 12.3.6. Rada 352, f/ll)_” totiz konvergu-
Ogn

27 3

je stejnomérné, pro kazdé x € [Z, 2] je {(4 cos? x)"} monoténni a (4 cos? x)"| <

1. Tedy

)n (4 cos® x)"

Zﬁm=z(
n=2 =

konverguje stejnomérné na [’2’, T] Tedy iy :; na (% 27”]
Na intervalu [43”, ST”) postupujeme obdobné.

Diky Vété 12.1.8 je tak f spojita na D(f).

Ukazme jesté, ze Y -, fn nekonverguje stejnomérné na (% Tﬂ] Kdyby tomu
tak bylo, tak z Véty 12.1.7 plyne existence vlastni limity

leéozf"( ) ‘NILOOZ \/@
coz neni pravda. .

12.5.18. Priklad. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokaln¢ stejnomérnou kon-
veregenci fady

Zlog(l—}— 22:_( ), x € [0, 00).

n=1

Resent. Jelikoz log(1+1) <t,t € [0,00), mdme pro f,(x) = log (1 + 2+ 2) odhad

o]

> S 2x 1
OSan(X)SZx2+n2 §2x2n—2<oo.

n=1 n=1 n=1

Tedy S nftyfu(x) konverguje na [0, 00).
Pro libovolny interval [0, ¢] téZ mame odhad

|ﬁun=ﬁuhg% x €[0.q)],

coz dle Véty 12.3.3 implikuje stejnomérnou konvergenci na [0. g].
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Rada viak nekonverguje stejnomérné na [0, 0o), nebot pro libovolné N € N
méame odhad
2N

2N N 2N
n;vfn(N) Zlog( N2+n2)2n;vlog(l+N2+(2N)2)

2 2
2N10g(1+m)—>§

Tedy Y 72, fu nespliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku na [0, co), takze dand
fada zde nekonverguje stejnomérné. *

12.5.19. Priklad. Nechta, € R,n € N, a xo € R jsou takové, ze rada

Qn

nxo
n=1

konverguje. Ukazte, ze pak rada konverguje stejnomérné na [xo, 00).
Reseni. Pro x € [xg,00) mame
o0 o0
Y=y

nxo nx x0
n=1 n=1

Jelikoz Yy 72 | Au {nxlxo je monoténni omezena posloupnost, tvrzeni plyne

z Véty 12.3.6. ry
12.5.20. Priklad. Ukazte, Ze funkce

oo .
f(x)ZZSIIlnX, XER,

n3

N

S

n=1

ma spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na (0, 27).

Resend. Zjevné plati D(f) = R. Oznacme f,(x) = sinnx o uvazujme fady

> , cosnx ” sinnx
n;f,,u) Z Zf<x> Z —

n=1 n=1

1

Z odhadu | f,/(x)| = ;5 a Véty 12.3.3 plyne stejnomérna konvergence rady deri-

vaci na R. Z Prfkladu ?? plyne lokalné stejnomérnd konvergence fady Y .2, f,”

na (0,2m). Z Véty ?? a 12.1.8 tak plyne spojitost f' = > 2, f. na R a spojitost

S =302 £V na(0,2n). ry
12.5.21. Priklad. Dokazte, ze Riemannova funkce zeta
21
(x)=) —
n=1 n

splnuje ¢ € C*°(1, 00).
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Bonus

3. Ukazte, Ze konverguje-li fada Y o~ | f»| stejnomérné na (a, b), konverguje i fada > " ; fn
stejnomérné na (a, b).

ReSeni: Plyne z B-C podminky. Necht > o2 fn konverguje stejnomérné na (a,b). Pak

Ve > 03ngVYm,n, m >n >noVr € (a,b) : Z|f3(fv)] <e.
Jj=n

Zvolme € a uvazujme ng, m,n > ng jako vyse. Pak

d @ <D Ifl)| <,
j=n j=n

tedy > 07 | fn stejnomérné konverguje.

4. (a)

Necht f,, = f na (0,1). Muze byt f neomezena?
Reseni: Ano.

Uvazujme f, = % + % Pak f, — % Navic
1 1 1 1
ou= sup [fu—fl= sup =+~ - =150
z€(0,1) ze(,) X N X n

Tedy f, = f. Ale f je neomezena na (0, 1).
Necht f, = f na (0,1). Necht f, jsou omezené. Muze byt f neomezena?
ReSeni: Ne.
Zvolme € = 1. 7 definice stejnomérné spojitosti existuje ng takové, ze pro kazdé
n>ngaxe(0,1)je

[fu(z) = f2)] < 1.
Zvolme pevné n > ng. Protoze f, jsou omezené, tak existuje M > 0 tak, Ze pro
kazdé z € (0,1) je

|[fn(z) < M.

Dohromady pro kazdé x € (0,1) plati
|f@)] < [f(@) = fu(@)| + [ fo(@)] <1+ M.

Necht g, — ¢, g jsou omezené funkce. MuZe byt g neomezena?
Reseni: Ne. Napl. g, = 7 na (0,1). Pak g, — i, lgn| < n, ale . neni

omezena.

(00'1=)3129> (2 + 1)U (I1)
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