4. cviceni - Rady funkei
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Teorie

Definice 1. Necht M C R je interval a f, : M — R, n € N jsou funkce. Rekneme, 7e fada
funkei > 07, fn je bodové konvergentni na M, jestlize posloupnost funkei {d ;" fi}oo_; je
bodové konvergentni na M.

Pojmy stejnomeérné a lokdiné stejnomérné konvergence fady Y~ f, se definuji analog-
icky.
Véta 2 (Weierstrassovo kritérium). Necht Y07 | f, je Fada redlnych funkei definovanych na
nepriazdné mnoziné M. Oznacme

O = sup | fn(x)].
reM

Jestlize Y 00 | o < 00, pak > o7 fp, =3 na M.
o0

Poznamka 3 (Nutné podminka konvergence). Pokud > >° | f, = na M, potom f, =2 0 na
M.

Véta 4 (Bolzano-Cauchyova podminka). Rada >0 | fn konverguje stejnomérné na M prave
tehdy, kdyz

Ve > 0dngVm,n, m >n > ngVax € M : ij(a:) < €.
j=n

-« loc
Poznamka 5 (Rada a spojitost). Necht f, jsou spojité funkce na (a,b). Pokud Y 7, f, =
na (a,b), potom jeji soucet je spojita funkce na (a,b).

Algoritmus

1. Ur¢ime bodovou konvergenci: zafixujeme x a vySetfime Y > | fn(z). (Kritéria k obyce-
jnym fadam - LSK, SK, Cauchy, d’Alambert, Leibniz, Abel-Dirichlet. Davdme pozor na
parametr.) Tim ziskame i defini¢ni obor.

2. Zkusime Weierstrassovu vétu:

(a) Zafixujeme n a hledame o, := sup | f,(z)].
Je to stejné jako u posloupnosti: Lze pouzit néjaké odhady nebo vySetfit extrémy
dané funkce (tfeba pomoci prvni derivace). Supremum se pak miZe realizovat v
bodech maxima i minima f,, — f nebo v krajnich bodech v¢. +oo.

(b) Pak vysetiime ) > o,. Jestlize konverguje, mame stejnomérnou konvergenci.
Jestlize nekonverguje, nevime nic.

(c) Muzeme zkusit i n&jaky mensi interval, jestli nemame stejnomérnou konvergenci
alespon na ném.

3. Stejnomérnou konvergenci lze vyvratit:

(a) Nutnou podminkou.

(b) B-C podminkou.

(¢) Zname-li soucet, miazeme pouzit fakt, ze soucet spojitych pii stejnomérné konver-
genci musi byt také spojita.
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Piiklady

1.

4.

Vysetiete konvergenci fad - zjistéte, pro jakd = fady konverguji (jako Fady ¢isel); na
jakém intervalu fady konverguji stejnomérné a lok. stejnomérné; na jakém intervalu je
soucet Tady spojita funkce?
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() gx”em, ze0,00) (b) g:l S (1)@2111 <1 + n;zn>
. VySetfete konvergenci fad (mtuZze dojit na BC podminku).
() g}ﬁw () g):lln<1+5622fn?>,x€[0,oo)
Bonus

Ukazte, Ze konverguje-li fada >~ | f,| stejnomérné na (a, b), konvergujeifada y ", fn
stejnomérné na (a, b).

(a) Necht f, = f na (0,1). Muze byt f neomezena?

(b) Necht f, = f na (0,1). Necht f, jsou omezené. MiZze byt f neomezena?

(c¢) Necht g, — g, gn jsou omezené funkce. Muze byt g neomezena?

Poznamka 6 (Negace B-C podminky).

m
de > 0Vngdm,n, m>n>npdx e M : ij(:r) > €.
j=n
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