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Teorie

Véta 1 (Charakterizace stejnomérné konvergence). Necht M C R je interval a f, f, : M — R,
n € N, jsou funkce. Pak

a2 f

praveé tehdy, kdyz
lim sup{|fn(z) — f(z)| : 2 € M} = 0.

Véta 2 (Charakterizace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu.). Necht (a,b) C R je
interval (i neomezeny) a f, : (a,b) — R, n € N| jsou funkce. Pak {f,} konverguje lokalné
stejnomérné na (a,b) pravé tehdy, kdyz {f,} konverguje stejnomérné na kazdém intervalu
[c,d] C (a,b).

Priklady

1. Najdéte bodovou limitu, vySetfete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konver-
genci, pripadné najdéte intervaly, kde posloupnost konverguje stejnomérné.

() fulw)=2"e /" na (—1,1) (c) folz)= nsin%
. (@) ful) = nze ™"

(b)  falz) = 2y a2 (e) Q fu(z) = zarctan(nx)

Bonus

Véta 3. Necht (a,b) je omezeny interval, f, : (a,b) — R. Necht
(a) fn maji vlastni derivaci na (a,b),
(b) existuje zg € (a,b) takové, ze {fn(xo)} konverguje,
(¢) {f]} konverguje stejnomérné na (a,b).
Pak existuje funkce f takova, Ze f, = f na (a,b), f ma vlastni derivaci na (a, b) a plati
fl, = f' na (a,b).
2. Necht f, = %arctan(ac”). Ukazte, Ze f, konverguje stejnomérné k jisté f, ale neni
pravda, ze f, = f’.

3. Necht f, = sin 5. Najdéte bodovou limitu, ovétte (lokdlné) stejnomérnou konvergenci.
Najdeéte derivace a ovéite pfedpoklady Véty o derivacich. Ukazte, Ze zavéry véty plati.
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Vé&ta 4. Necht (a,b) je omezeny interval, f,, = f na [a,b] a f,, € C([a,b]). Pak

b b
lim | f,= / 1.
n—oo a a

4. Necht f, je definovana takto: f,(0) = 2, mimo interval [-n,n] je konstantné nulova a

na intervalu [—n,n] je dodefinovana linedrné. Nacrtnéte prvni 3 funkce (vyjdou takové
o0

oo
Spicaté kopecky). Ovérte, zda lim / fn = / lim f, nebo ne. Pak ovéite pred-
n—oo J_ oo MO0

poklady véty nebo najdéte predpoklad, ktery neni splnény.
5. (https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/MA4_cviceni.pdf)
Necht f, f, :]0,1] = R
Rozhodnéte o pravdivosti néasledujicich tvrzeni:
(a) fn = f na [0,1] pravé tehdy, kdyZ existuje mnozina E C [0,1], E je miry 0 a
fn = fnal0,1]\ E.
(b) Necht fn, f jsou spojité. Pak f, = f na [0,1] pravé tehdy, kdyz fol |fn(t) —
f(@®)|dt — 0.
(¢) Necht f,, f jsou spojité. Pak f, = f na [0, 1] pravé tehdy, kdyZ existuje mnozina
E C0,1], Fjemiry 0 a f, = fna[0,1]\ E.

I>m>0 0 < 12 f%um,:)re = juejore — % 0 < 72 (o1)
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