ResSeni:

{e, 1

4b 2.

falx) := e"™*~1 na (0,1). Nejprve vysetiime bodovou konvergenci. Zcela standardné
pomoci véty o limité sloZzené funkce a Heineho véty dostaneme, Ze bodové se f,
blizi k nule (f(x) = 0).

Déle vysetrujeme stejnomérnou konvergenci, a sice dokdZzeme, Ze stejnomérné ne-
konverguje. Bud si spocitdme, Ze o, = 1, nebo pouzijeme Moore-Osgoodovu vétu
- plati, Ze lim,_- fo(x) = 1, ale lim,_4- f(x) = 0, a tedy konvergence nemtize byt
stejnomérna.

Zbyva vysetrit lokdlné stejnomérnou konvergenci. Chtéli bychom dokézat, Ze pro
dany interval [a,b] C (0,1) plati, Ze na ném f, = f. Bud pouZijeme Diniho vétu
(ukdzat monotonii je jednoduché), nebo spoéitame, Ze 0, = e "'~ tedy lim o, = 0.

n—oo

loc.
TakzZe f, = f na [a, b], a tedy f, = f na (0,1).

fn(x) := sin (tx™) na [0, 1]. Opét zacneme bodovou konvergenci. Zjevné lim f,(1) =
n—.oo
sin(or) = 0. A pro x € [0,1] mdme lim swx" = 0, a tedy z Véty o limité sloZené

n—oo

funkce, spojitosti sinu a Heineho véty dostdvdme

lim f,(x) =0 =: f(x).

n—oo

Stejnomérnd vsak tato konvergence neni. Pomoci derivace zjistime, Ze

On = sup {fn(x)} = sin <7r <" 1) > =1.
x€[04] 2 E—

Tedy lim o, = 1.

n—oo

Poznamenejme, Ze nemusime vySetrovat zdali se v bodech x, := (/g opravdu na-
byvd maxima, stac¢i si uvédomit, Ze

sup {fn(x)} 2 fn(xn) = 1;
xe[0,]

coZ ndm k zévéru lim o, # O staci.

n—oo
Rovnou mazeme prohlasit, Ze na intervale [0, 1] posloupnost f,, nekonverguje ani
Jokalné steinomé&rné, Pak by totiz musela konvergovat stejnomérné na kazdém
uzavieném podintervale, a sta¢i zvolit ptivodni interval [0, 1]. Dokonce plati, Ze na
kompaktni mnoziné pojmy stejnomérné a lokdlni stejnomérné konvergence sply-
vajl.

Nicméné na néjaké mensi mnoziné by porad jesté f, mohly lokdlné stejnomérné
konvergovat. Kde je problém ndam napovi body x,, které jsme pouZzili na vyvrdaceni
stejnomérné konvergence. Plati lim x, = 1, tedy se da tusit, Ze problém bude s

n—-oo

bodem 1. Vskutku libovolné okoli 1 obsahuje od néjakého ny body {x,}
by na ném nemohla byt konvergence stejnomérna.

00
n=ng

, a tedy

loc.
Nicméné kdyz 1 odstranime, pak uz f, = f na [0, 1). Vskutku, uvazujme libovolné
¢ € (0,1). Na intervale [0,c] posloupnost f, konverguje stejnomérné, nebot pro
x € [0,c] je sin(mrx™) < tx™ < sre™, a we™ — 0. Tedy f, = f na [0, c].
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Necht je dén interval [a,b] C [0,1). Pak existuje takové c, aby [a,b] C [0,c) (tfeba
c = 12). A jelikoz f, = f na [0,c], tak tim spi3 f, = f na [a,b]. Coz dokazuje
lokdlné stejnomérnou konvergenci na intervale [0, 1).

é 3. fulx) := - na (0, 00). Bodovéd konvergence je trividlni, f, bodové konverguji k

1+n+x
funkei f(x) := x.

VySetfujme stejnomérnou konvergenci. Njprve si vSimneme, Ze

nx nx

flx)=x=—> —"—" = folx).

x 14+n+x
Tedy Ifn(x) _f(x)[ = f(x) _fn(x)' A

9 9
xX+nx+x nx x2+x
x) — folx) = — = )
flx) = fulx) 1+n+x 1+n+4x 1+n+x

x2+x

Trividlné lim, ., 1 htx

= 00 = Op, a tedy to nekonverguje stejnomérné.

Nicméné konvergence je lokdlné stejnomérnd. Necht [a, b] C (0, 0o). Pak

X%+ x b% + b
O, = Su () —flx)] = su < - 0,
xe[a[i)]]f( ) = f(x)] S T har S 1an

loc.
tedy f, = f na [a, b] a tedy f, = f na (0, 00).

—nr2 o . . v s v Y v
4. fo(x) := nxe™ na R. Pro bodovou konvergenci si nejprve uvédomime, Ze trividlné
lim f,(0) =0, a ndsledné pro x + 0 pouZijeme I'Hospitalvo pravidlo (tedy limitu

chdpeme jako limitu funkce zévislé na n s parametrem x)

. nx ) x
lim > = lim —— =0,
n—oco enx nooco x2enx

a pak Heineho véta rik4, Ze bodovou limitou funkei f, je 0 =: f(x).

Zkoumejme stejnomérnou konvergenci. Hleddme o,. Derivujme:

a—nxe‘“IQ = ne™ —2n’x%e ™ =ne ™ (1 — 2nx?). (1)
2

Jednoduchym vypocltem zjistime, Ze derivace je nulovd v bodech i\/ﬁ. Mohli
bychom oveérit, Ze se tam nabyvd maxima a minima, ale to je zbyte¢né, nebot

} >

nx2

On

I

sup { ‘nxe“
xeR

V4
S
|~
CDK
=]
—
NE
~
S
[

Tedy lim o, = oo # 0, takZe konvergence neni stejnomérnd. Dokonce na R neni ani

n—oo

lokélné stejnomérnd, nebot stejného argumentu se dd pouzit i pro interval [—1,1],

nebot x, 1= /4 € [-1,1].



Body x, se blizi k nule, coz napovidé Ze problém bude u nuly. Zkusme tedy vyset-
rit lokdlné stejnomérnou konvergenci na (—oo,0) a (0, c0). Uvazujme tedy interval
[a,00) pro a > 0. Ze vztahu (1) plyne, Ze pro dost velkd n je x, < a, tedy funkce
nxe je na [a,oo) Klesajici, a tedy o, = nae ", a r{l_r)go o, = 0. Tedy f, = f

loc.
na [a, o), tedy f, = f na (0, 00). Zcela analogicky a symetricky bychom zjistili, Ze

fu = f na (=00,0).

. falx) := 997X 13 (0, 00). Bodovd konvergence je opét kombinace 'Hospitalova pra-

vidla a He?neho véty:
1 = 1
lim 9% _ jim 2 _ Z _ =: f(x).

n—oo n n-oco 1 n

Konvergence stejnomeérnd neni, sta¢i si uvédomit, Ze pro pevné n ¢im vési bude x,
tim vétsi bude |f,(x) — f(x)|- Neboli

1
O > lim 9%

X —00 n

= OQ.

Vysettujme lokdlné stejnomérnou konvergenci. Mé&jme interval [a, b] C (0, co). Mu-
sime si d4t pozor na absolutni hodnotu. Pro nx < 1 je |lognx| klesajici, a pro
nx > 1 je rostouci. Tedy formdlné to miZeme zapsat jako

{ log nx }
Op = Sup =
x€la,b] n
1 1
~ sup {max{ ognx’_ ognx}} <
xefa,b] n n
| b 1
Smax{ ogn o ogna}’
n n

log nb __logna

nebot log je rostouci a — log klesajici. Jelikoz a

n n

jdou k nule, jde k nule

loc.
i to maximum, a tedy i 0,. Tedy f, = f na [a,b] a f, = f na (0, o).

. falx):= (1 + £)" na [0, 00). Zde jen ndvod/ndznak postupu. Pomoci tteba 'Hospitala

a Heineho zjistime, Ze bodovou limitou je funkce f(x) = e*. Konvergence neni
stejnomérnd, nebot e* roste u nekonecna rychleji nez polynom, tedy

lim e* — <1+£>n=oo.

X —00 n

Konvergence vsak je lokdlné stejnomeérnd. Z odhadu zbytku Taylorova polynomu
plyne, Ze existuje takové C > 0 ze

log(1 + y)
y

— 1‘ < Cy
pro véechna 0 < y < 1. Na [0, K) tedy mtizeme pocitat

‘<1+£>n—ex e<%"1>x—1
n

—e geK<eC%K—1>—>O.




Polozime-li gi(z) = fx(z) — +/z, bude

(xF +e%) — ¥
(fr@)? 1 + (fe(@)? 2 Ve + . 4 (Vo )2t
protoze kazdy z 2k vyrazi ve jmenovateli je vétsi nez 1. Je-li tedy b € (1,+00)
aze(l,b),je0<gr(z) <e’/2k, coz pro k — oo konverguje k 0. Tim je dokézana
stejnomérng konvergence fi(x) — \/x v kazdém omezeném intervalu (1,b).

<

e”

Protoze gi(z) > /e — \/x — 400 pro & — 400 a kazdé k, je konvergence
nestejnomérnd v kazdém P(+cc). %)

Résumé. Je-li I C (0,+00), konverguje posloupnost {fi}3>, stejnomérné v I,
pravé kdyz je interval I (shora) omezeny; funkce lim o fi(z) je pfitom rovna 1
v intervalu (0,1) a v/z v intervalu (1,+00). Konvergence je lokalné stejnomérna
v (0, +00).

Priklad 13.5. Je-li

x
(25) Ji(x) == —

k

je fr(z) = 0 pro k — oo a vSechna = € Ry a také fi(x) — 0 pro z — 0+ a kazdé
k € N. Protoze derivace

(26) fie) =7 (1+167)

je rovna 0, pravé kdyz je x = zy := k/e, a protoze fi(xr) = —1/e, funkce fj, klesd
v intervalu (0, k/e).

Je-li a € Ry, klesd funkce fi, v intervalu (0,a) pro vSechna k > ae, takze pro
tato k plati odhad

lg% pro vSechna x € Ry,

0> fr(xz) > fr(a) pro viechna z € (0,a).

Protoze fi(a) — 0 pro k — oo, plyne z toho, ze posloupnost { i}, konverguje
stejnomérné v kazdém intervalu (0,a), kde a € Ry, a tedy obecnéji i v kazdém
omezeném intervalu I C R;.

K PR.13.5: for, 0< k< 8

5) Z obréazku by to bylo patrné, kdybychom interval (0,4) nahradili napt. intervalem (0, 20).

o7



Obrécené, neni-li interval I C R, omezeny, lezi body xj v I pro s.v. k, a protoze
limg oo fx =0 v Ry, zatimeo fir(xr) = —1/e, konvergence v I stejnomérnd neni.

Shrneme-li, vidime, ze posloupnost { f;}7>, konverguje v intervalu I C Ry stej-
nomérné, pravé kdyz je tento interval omezeny.®) V R, je konvergence Iokalné

stejnomérna.

Priklad 13.6. Necht
(27) fe(z) == (g(x))*, kde g(z) :=sin®x + cos® 2 pro vechna z € R;

protoze tyto funkce jsou 2m-periodické, vySetfime posloupnost {1}, v R nejdiive
v intervalu I := (0, 27).

K P&.13.6: fr, 1 <k <10

Derivace
(28) g'(z) = 3 sinxcosz (sinx — cosz)

existuje vSude v R a v I se rovna 0, pravé kdyz je x rovno nékterému z cisel
0, %7‘(‘, %7‘(‘, T, %7‘(‘, %7’1’, 27, pricemz hodnoty funkce g v téchto bodech jsou po rfadé
1, %\/5, 1, -1, —%\/5, —1,1. V intervalu I nabyva tedy funkce g svého maxima
rovného 1 v bodech 0, %w, 27 a minima rovného —1 v bodech T, %71’; v ostatnich
bodech z € I je |g(z)] < 1.

Z toho ihned plyne, Ze

6) Pii takovéto formulaci vysledku jiz neni tfeba explicite dodéavat, Ze konvergence neni stej-
nomérna v zadném P(+00).
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Stejnomeérnou konvergenci posloupnosti i fady spojitych funkci Ize nékdy dokazat
i pomoci této véty:

Véta 13.8. (Diniho véta.) Necht X je kompaktni prostor a necht {fip}3>, je
posloupnost realnych funkci spojitych v X. Pak plati:

1. Je-li posloupnost { fx(x)} pro kazdé x € X monoténni a omezena a je-li funkce
f:=limy_ 00 fr sSpojita v X, je konvergence fi. — f v X stejnomérna.

2. Jsou-li funkce fy nezaporné a je-li soucet rady Zkoil fr spojity v X, konverguje
tato fada stejnomérné v X.

Ptiklad 13.2. Posloupnost funkef fi(z) := z(k+1/(2k=1) je v kazdém bodé = € RS,

monoténni — v bodech 0 a 1 je konstantni, pro z € (0, 1) rostouci, pro z > 1 kle-

sajici. Protoze vSechny funkce f; jsou v RO spojité a protoze totéz plati i o funk-
ci f(z) = lim fx(x) = _\L_konverguje posloupnost {fr} stejnomérné v kazdém
kompaktnim intervalu I C R 3V R& je tedy tato konvergence lokalné stejnomérna.
Vzhledem k tomu, Ze fk(k% 1) f(E?1) = kF(k —1/vVk) — 400 pro k — oo,
posloupnost nekonverguje stejnomérné v zadném P(+00), a tim spise ne v ]R(j_.

X 3k Xk

Pro derivovani a integrovani tzv. mocninnych fad, tj. fad tvaru

oo

(8) Z ak(z - C)k7

k=0

kde koeficienty a; a stfed ( stejné jako ,proménnd“ z jsou komplexni ¢isla, plati
daleko jednodussi pravidla nez pro fady obecné.

Zakladnim poznatkem o konvergenci mocninnych fad je toto tvrzeni:
Lemma 13.1. (Abelovo lemma.) Konverguje-li mocninné rada (8) v nékterém
bodé z1 # (, konverguje absolutné pro kazdé z € U((,|z1 — ().

Pfimym dutsledkem Abelova lemmatu je tato véta:

Véta 13.9. Pro kazdou fadu (8) existuje ¢islo R € (0,400) tak, Ze plati:

9) |z — (| < R = rada (8) konverguje absolutné,
(10) |z — (| > R = rada (8) diverguje.

Dodatek. Je-li R > 0, fada (8) konverguje v mnoziné {z € C; |z — (| < R}
lokalné stejnomérné. [

Cislo R je vlastnostmi (9) a (10) uréeno jednoznaéné a nazyva se polomér
konvergence rady (8).

ProtoZe nechceme ménit definici okoli U (¢, R) (v niz je R € R.) a protoZe polo-
mér konvergence muze byt i +o00, zavedeme oznaceni

(11)

U(¢,R) pro Rec Ry
K(C’R):{ C pro Rz—&-oo}'
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12.5. POCETNT PRIKLADY KE STEJNOMERNE KONVERGENCI POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI715

@feni Ztejmé fp(x) — f(x) = |x|, x € R. Odhadneme rozdil |f, — f| na R a

dostaneme

1 1 1 1 1
0<x2+ = —|x[= 32+ 5 —VxZ=— <--0,
n n n? 3z 4 /xz-i-nl n

atedy f, = f naR. -

12.5.3. Priklad. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci

Sa(x)=n (,/x + % - ﬁ) x € (0, 00).

1
x+ 14 «/?,
konverguji funkce f, bodové k fubnkci f(x) = 242, x € (0, 00).
Odhadujeme | f — f,| jako

1 1 X4 g =X

0<-—=— =
N Py zﬁ( x+}l+ﬁ)

Resent. Jelikoz

Jn(x) =

1
n

_2ﬁ( x+%+\/§)2

Z tohoto vyjadieni vidime, ze
1
sup 1f() = /(0] = lim " ;=00
x€(0,00) 2ﬁ( x+ 14 ﬁ)
tj. { fu} nekonverguji stejnomérné na (0, o) .

Na druhou stranu f, = f na kazdém intervalu tvaru (g, 00), kde ¢ > 0. Vskut-
ku, je-li ¢ > 0, z prechoziho mame odhad

1 1
sup [f(x) = fu(¥) = -+ ————5 —0.
xe(qio) no2./7(2q)
Tedy f, = f na(q,00). Proto f, b:; /f mna (0, ). *

12.5.4. Priklad. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci

Ja(x) = xarctgnx, x eR.
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je totiz omezena, takze z odhadu platného pro x € [g, o0)

| fu(x) = f(x)| = |(x + 1)? (7 — arccotg(—nx?))|

1 1P
Xt |(—nx3)(n — arccotg(—nx3))|

3

sup g(»)
y€[0,00)

x+1
<

n
1
n

sup

xelgo0) | X

dostavame stejnomérnou konvergenci na [g, 00). a

12.5.10. Priklad. Vysetiet bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci

Fu(x) = VxnY¥logn, x €0, 00).

Resent. Jelikoz

ﬁlogne‘ﬁlog, x>0

alim; o te™ =0, plati_f; — 0na [0, 00).
Poditejme sup, (g o0y [/n ()| = SUP,c[g o) /n () Plati

ful) = {0’ *=0

’ —/x1lo nlo n 1
f,(x)=e Valog %(—logn—kﬁ), x > 0.
Tedy pokud n > 2, f;/ > O na (0,1og_2 n)a f, < 0na (log_zn,oo). Proto ma
fu v bodé 10g_2 n maximum o hodnoté e~!. Posloupnost { f,} tak nckonverguje

stejnomérné na [0, 00).

Uvazujeme-li vsak libovolny interval [g, 00), kde ¢ > 0, dostaneme jiz na této
mnoziné stejnomérnou konvergenci. Nalezneme totiz ng € N takové, ze log_2 n<
g pro n > ng. Pak pro n > ng plati

sup [fn(x)] = fulq) = 0.

x€[g,00)

coz znamena f, = 0 na [g, 00). *

12.5.11. Priklad. Vysetfet bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci

fu(x) = V/x" +37 x €[0,00).
Reseni. Méme

3< Uxn 437 < V23 =332, xe0,3].

x < Yxn 30 < Voaxn =x2, xe(3,00).



12.5. POCETNT PRIKLADY KE STEJNOMERNE KONVERGENCI POSLOUPNOSTI A RAD FUNKC{721

Dle Véty2.2.46 plati

Ffulx) = f(x) = %3, x €]0,3], H

x, x€(3,00).
Jelikoz
1
o= V() == (" +37 a1 >0, x €(0.3),
n

je fu — f nezaporna a rostouci na [0, 3]. Tedy

sup | fu(x) — f(x)] < V237 =3 =3(V2-1) >0, <>
rel03] ( ) ., E‘A:
coi mamend, e fu 3 fma 03] <" TV BYY KT (v i) 2 4
Na intervalu [3750) plati —~——

—

1 1 >4
(fn =)= — (" 3atpx" 1 -1<0, xe(3,00),

a tedy je f, — f klesajici na [3, 00). Zjevné je f, — f > 0, a proto
sup | fu(x) — f(x)] = V23" -3 =3 (ﬁfz— 1) - 0.

x€[3,00]

Tedy f, = fina(3,00). Proto f;, =2 f na [0, 00). ¥y

12.5.12. Priklad. Vysetrete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci ra-
dy

oo

nx
L YER
n=1

ReéSeni. Pro kazdén € N je funkce fn(x) =
0. Jelikoz

Tinsyz lichd a v nekoneénu mé limitu

n

flx) = Ty (1-

M4 funkce v bodé —-% minimum a v bodé LS maximum. V absolutni hodnoté

n
lze tak funkci f, odhadnout ¢islem = Jehkoz rada > o | - konverguje, zadana
n2

fada konverguje stejnomérné dle Vety 12.3.3. ry

12.5.13. Priklad. Vysetfete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci fa-

dy

Zlog 1+ x eR.
nlog n
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12.1.18. Definice. Necht M je mnozinaa A C M. Pak charakteristickou funkci
mnoziny A nazyvame funkci y4: M — R, definovanou predpisem

)1 pro x € A;
ralx) = 0 prox € M\ A.

12.1.19. Priklad. Dokazte, Ze jestlize vynechame kterykoli z predpokladti Dinio-

vy véty (kompaktnost mnoziny K, spojitost funkci { f}, spojitost funkce f nebo

monotonii posloupnosti { f,}), pak véta neplati.

Reseni. (a) Polozme K = [0,1) a fu(x) = x" pron € Nax € [0,1). Potom K
neni kompaktni. Posloupnost { f,} je nerostouci na K a jeji bodovou limitou f
je nulova funkce. Ziejmé jsou tedy vsechny funkce f, i funkce f spojité na K.
Posloupnost { f,} ale nekonverguje k f stejnomérné. To lze dokazat obdobné jako

v Prikladu 12.1.3(a).

(b) Polozme K = [0, 1] a f,(x) = X(O’%)(x) pron € Nax € [0, 1]. Potom K je kom-
paktni, posloupnost {f,} je nerostouci na K a jeji bodovou limitou f je nulova
funkce. Funkce f je tedy zfejmé spojita na [0, 1], ale funkce f;, spojité nejsou. Po-
sloupnost { f,} nekonverguje k f stejnomérné, nebot pro x, = ﬁ plati fn(x,) > %
a staci pouzit 12.1.2.

(c) Polozme K = [0,1] a f,(x) = x" pron € Nax € [0, 1]. Potom K je kompaktni,

vsechny funkce f, jsou spojité na K, posloupnost { f,} je nerostouci na K a jeji
bodovou limitou je funkce f definovana predpisem

_fo. xeo,,
fx) = 1, x=1.

Funkce f tedy neni spojita na [0, 1]. Z Prikladu 12.1.3(a) vime, ze posloupnost { f,,}
nckonverguje k f stejnomérné.

(d) Polozme K = [0, 1] a definujme pro n € N funkce f, predpisem

2nx, x €0, 5],
Ja(x) = (2 —2nx, X € [%, %],
0, x €[ 1.

Potom K je kompaktni, viechny funkce f, jsou spojité na K a bodovou limitou
f posloupnosti { f,} je nulovd funkce, ktera je zfejmé spojita. Posloupnost { f,}
ovsem neni monoténni na K a nekonverguje k f stejnomérné, nebot pro x, =

plati f,(x,) = 1.

o 3=



