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Teorie

Definice 1. Rekneme, 7e posloupnost {f,}n = 1°° konverguje lokdlné stejnomérné k funkci
f na M, jestlize pro kazdé = € M existuje r > 0 takové, ze {f,} konverguje stejnomérné k f

loc
na (x —r,z +r). Znacime f, = f.
Poznamka 2. Jestlize f, = f, pak f, — f na M.

Véta 3 (Charakterizace stejnomérné konvergence). Necht M C R je interval a f, f, : M — R,
n € N, jsou funkce. Pak

o= f
pravé tehdy, kdyz
lim sup{|f.(z) — f(x)|:x € M} =0.
n—oo
Véta 4 (Stejnomérna konvergence a spojitost.). Necht M C R je interval a f, f,, : M — R,
loc
n € N, kde f,, jsou spojité funkce. Necht navic f,, = f na M. Pak f je také spojita na M.

Véta 5 (Charakterizace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu.). Necht (a,b) C R je
interval (i neomezeny) a f, : (a,b) = R, n € N, jsou funkce. Pak {f,} konverguje lokalné

stejnomérné na (a,b) pravé tehdy, kdyz {f,} konverguje stejnomérné na kazdém intervalu

[e,d] C (a,b).

Véta 6. Necht (a,b) C R je interval a f, f,, : (a,0) = R, n € N, jsou funkce. Necht navic
1. Ir > 0: f, = f na B(zg,r) \ {zo},
2. Vn € N3day,: limg_yz fr(z) = ap.

Pak existuji vlastni limity lim,_oc an a limg_,,, f(z) a jsou si rovny.

Véta 7 (Diniho véta). Necht [a,b] C R je omezeny interval a f, : [a,0] = R, n € N,
jsou spojité funkce. Je-li {f,(z)} pro kazdé = € [a,b] monoténni a omezena a je-li funkce
f =lim,,_ fn spojita na [a,b], pak f, = f.

Algoritmus

1. Uréime bodovou limitu. Uréime i interval I, kde posloupnost konverguje.

2. VysSetiime, zda posloupnost stejnomérné konverguje na celém 1.

(a) Zkusime test na stejnomérnou konvergenci (na celém I).
(b) Dini.
(¢) Zkusime konvergenci vyvratit.

i. Moore-Osgood.

ii. Nespojita f.
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3. Paklize funkce nekonverguje na celém I:

(a) Identifikujeme problematické body. Zafixujeme interval [a, b] (nebo (a, b)), jehoz

uzévér dané body obsahuje, a zkusime vyvratit konvergenci.

(b) Zafixujeme interval [a,b], ktery neobsahuje probl. body a vySetiime konver-

genci.

4. NapiSeme zaver.

Priklady
Zdroje prikladu:

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ bouchala/Vyuka/MFF-NMMA201-1819/Cv08%20-%
20Stejnomyc4%9brnic3%all20konvergence’20I11%20-%20posloupnosti’%20funkcc3%ad%20

2.pdf

1. Najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konver-

genci, piipadné najdéte intervaly, kde posloupnost konverguje stejnomérné.
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(a) kompaktnost intervalu [a, b],
(b) spojitost fy,

Tedy najdéte f,, — f takové, Ze splhuji vzdy vSechny podminky aZ na jednu, ale pfitom

fn BT

(@) © fale)=1/e2 +
(h) Q?f,ﬂ:v)-n(w/x—i—i—\/%)

() ful2) = Van"Inn
()

Q fu(x) = V2™ 4+ 3" na [0, 00)

Q Ukazte, ze vynechéani byt jediného predpokladu Diniho véty zptisobi jeji neplatnost:

(c) spojitost f,
(d) monotonie f,(x).

[1¢0] eu

(oo ‘g] ‘[g ‘0] Arearerur eu 9919pzoa ‘1leorod g ([

(@+v)E—-V)=¢9—v (U
(@+v)@—-v)=d-.vV 3
(‘Auzodez 1 3£q oznw u (p

u41 — rHuty
TFod > T T

al [q ‘D] eu

Matematicka analyza 4, 2021 /22, Kristyna Kuncova



https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA201-1819/Cv08%20-%20Stejnom%c4%9brn%c3%a1%20konvergence%20II%20-%20posloupnosti%20funkc%c3%ad%202.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA201-1819/Cv08%20-%20Stejnom%c4%9brn%c3%a1%20konvergence%20II%20-%20posloupnosti%20funkc%c3%ad%202.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA201-1819/Cv08%20-%20Stejnom%c4%9brn%c3%a1%20konvergence%20II%20-%20posloupnosti%20funkc%c3%ad%202.pdf

