27. cviceni - teorie
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Integraly uvazujeme Newtonovy.

1. Necht F = [ 1 a F(1) = 1. Je pravda, Ze F(—1) = 37

Reseni: Nepravda - problém s s definiénim oborem. Funkce F' = —% + c1 na (0,00) a
F= —% + ¢ na (—00,0). Tedy i kdyZ z podminky mame ¢; = 2, pofad nevime nic o cs.

2. Které/a z nasledujici jsou tvrzeni pravdiva?

A Jestlize f'(z) = ¢'(z) (pro v8echna z), pak f(z) = g(x) (pro vSechna x).
B Jestlize [ f(z) = [ g(x) (pro vechna x), pak f(z) = g(x) (pro vSechna z).
Zdroj: http://www.math.cornell.edu/~GoodQuestions/GQbysection_pdfversion.pdf

A neplati, protoze i kdyz se rovnaji derivace, tak funkce g a f se mohou ligit o konstantu.

B plati. Ozna¢me F(z) = [ f(z) a G(x) = [ g(x). Vime, ze F = G. Pak alei F' = &,
coz je vlastné f = g.

3. PRAVDA - NEPRAVDA

Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b).

NE Jestlize (a,b) je omezeny a F' je omezend, pak i f je omezena.
Protipiiklad: F = /z, f = ﬁ na (0,1).

NE Jestlize f je omezena a spojita, pak i F' je omezenA.
Protiptiklad: f = %, F =Ilnz na (1,00).

4. PRAVDA Necht funkce f ma na R primitivni funkci, g je polynom. Pak k funkci fg
existuje primitivni funkce na R.

Regeni: Uvazujme polynom ¢ stupné n.

e n =0, tedy g = a, kde a je konstanta. Pak z linearity

/af:aF.

e n =1, tedy g = ax + b. Pak z per partes (polynom g je spojita funkce) méame

/fg:FG—/Fg’:FG—/Fa.

Integral na pravé strané existuje, protoze Fa je spojita funkce. (F' jako primitivni

funkce musi byt spojita.)
/ fg=FG— / Fg'

Integral na pravé strané existuje, protoze F'g je spojita funkce.

e Obecné n:
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Ktery z nésledujicich grafi muze reprezentovat primitivni s}
" funkei k funkci na obrazku vpravo?

Figure 1: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

D, funkce na obrazku vpravo je f(z) = x. Jejf integral je x2/2, takze D.
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Ktery z nasledujicich grafi muze reprezentovat primitivni
" funkci k funkci na obrazku vpravo?

/2 a

L I L T
/2 T /2 7’

Figure 2: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

C, funkce vpravo (tedy derivace) je kladné, primitivni funkce tedy musi byt rostouci.
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7. Na obréazku je funkce f. Nalrtnéte jeji primitivni funkci F, jestlize vite, ze F'(0) = 0.
(Sta¢i nacrtek, neni nutno hledat primitivni funkci ze vzorecku, jde spis o grafickou
podobu.)

6 5 4 3 2 -10 1 2,3 a/5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1&

8. Necht ff fia f; f2 konverguji a f; g1 a f; g2 diverguji. Které vyroky jsou pravdivé?

A f; J1 + f2 konverguje D f; f1f2 konverguje
B f; f1 + g2 diverguje
C fab g1 — g2 konverguje E f (f f1g2 konverguje
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Reseni: A - konverguje, linearita integralu
B - diverguje

C - muze konvergovat i divergovat

D - mutze konvergovat i divergovat

E - mtze konvergovat i divergovat

9. PRAVDA — NEPRAVDA Necht (—a,a) C R.

ANO - NE Necht f je licha funkce. Pak [* f=0
ANO — NE Necht f je suda funkce. Pak ffaf = 2f0a f

ReSeni: Pravda za predpokladu, 7e integraly existuji vlastni. Jinak integraly nemusi
existovat.

10. PRAVDA - NEPRAVDA

NE Jestlize f; |f(z)| konverguje, pak f;f(x) konverguje.

NE Jestlize f;f@) konverguje, pak f; | f(x)| konverguje.

Reseni: Obecné neplati. Protipitklad: f je upravena Dirichletovu funkce s hodnotami
—lal. Pak|f|=1a fol |f| =1, kdezto f neméa vibec primitivni funkei.

Aby platilo, nutno pfidat podminky (napf. f spojita a fab f existuje - véta z prednasky).
Druhé tvrzeni také obecné neplati, napt. f = sinz/x na (1,00).

11. Necht f je spojita funkce definovana na omezeném intervalu (a, b). Které implikace mezi
nésledujicimi tvrzenimi plati?

(Negaci k f;f konvergugje je vijrok f; f = +oc nebo f;f neexistuge. )

(a) f;f konverguje. (c) f: | f| konverguje.
(d) f je definovana a spojita dokonce na
(b) ff f? konverguje. [a, b].
Reseni:
e (a) /4 (b): Protipriklad f = % na (0,1).
R |
SN sm o : . % O sint X
e (a) 4 (c): Protiptiklad / . dz. Substituci se prevede na [ #2tdt, o némz
0

vime, Ze konverguje, ale ne absolutné.

e (c) — (a): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).
e (b) = (c): Plati, ze |f] < max{1, f?}. Ale f;l <ooa f: f? < oo také (predpok-

lad). Odtud (a ze srovnéavaciho kritéria) uz fab | | konverguje.

7 ptredchoziho pak plyne:
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e (b) = (a)

(d) — (a): Spojita funkce na omezeném a uzavieném intervalu je omezena. Integral
konverguje.

(d) — (c): Je-li f spojita na [a, b], je tam spojita i [f|. A tedy integral konverguje.

(d) — (b): Je-li f spojita na [a,b], je tam spojitd i f2. A tedy integral konverguje.

(a) # (d): Protipriklad f = % na (0,1).
(c) # (d): Protipfiklad f = ﬁ na (0,1).
e (b) 4 (d): Protiptiklad f = -~ na (0,1).

T

s

12. PRAVDA - NEPRAVDA
Necht f je funkce spojita na [1,00).
NE Jestlize limy_,o0 f(2z) = 0, pak [~ f(z) da konverguje.
NE Jestlize [~ f(z) da konverguje, pak lim,_,o f(z) = 0.
Reseni: Protipriklad L

Protipriklad: Uvazujme funkci f, kterd ma v kazdém n € N, n > 2 zakresleny rovnora-
menny trojihelnik o vysce n a zakladné 2/n3.

Pak jeji integral je roven Y o>, 25 < oo, ale limita uréité neni 0.
13. Najdéte horni a doln{ riemannovské soucty pro Dirichletova funkci

0 R
D@g:{f iiQﬁQ

Reseni: fabD(x) =0, ff D(z)=1
14. Sestrojte funkce f,(x) : [0,1] — [0,00) tak, Ze

(a) Jy f(z)da =1
(b) pro kazdé x € [0, 1] je limy, o0 frn(z) = 0.

Tedy pro tuto posloupnost funkci plati

1 1 1
1= lim 1= lim fn(CC)dx;é/ li_}In fn(x)dx:/ 0dzx = 0.
0 "Tree 0

n—oo n—oo 0

P.S.: Stad¢i obrazkem.
napi. fp(z) = 2nx1L 1

15. Mame diferencialni rovnici
g YT
T

Rovnici jsme vyfesili a ziskali nasledujici FeSeni (k je konstanta a plati k > 0):
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(a) y=—1na (—o0,0) a (0,00).
3
b) y=—1— ( —gln(k\xn) na (0,1/k) a (—1/k,0).

3
(c) y:—1+( —gln(k\xn) na (0,1/k) a (—1/k,0).

Najdéte maximalni mozna feSeni. (Neboli slepte v bodech, kde to lze.)
Priklad z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf

ResSeni: V 0 slepit nelze, protoze tam rovnice nemé smysl.

V bodech +1/k je
3
2
li -1+ ——1In(k =-1
x%irlr}ki ( 3 n( M))

a tedy lze nalepit na stacionarni feseni. Dohromady

3
—1i< —gln(k|x|)) , z€(0,1/k),
-1, x € [1/k,00),

nebo

-1, x € (0,1/k),

N —§1n<k|xy))3, 2 € [1/k,00).

16. Mame diferencialni rovnici
, 1—2z
yy = .
Y

Rovnici jsme vyfesili a ziskali nasledujici TeSeni (k je konstanta): y = /3(x — 22 + k)
na intervalech

(a) z € Rprok € (—o0,—1/4)

(b) z € (—00,1/2), z € (1/2,00) pro k = —1/4

(c) € (—00,1/2 — \Vk+1/4), x € (1/2 — \/k+1/4),1/2 + \Jk+1/4), x € (1/2 +

Vk+1/4,00) pro k € (—1/4,00)

Regeni nelze slepit a to ani pro k = —1/4. Pro¢? Pro¢ selze lepici lemma?
Zdroj:https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ barta/pcODR/

Regeni: Regenf by 8lo spojité slepit, ale v bodech lepeni by byla nekonetna derivace,
coz diferencialni rovnice nepovoluje.

Lemma selZe - ukazme pro bod x = 1/2. Pro limitu méame lim,_,; /o,y = 0. Ale 0 ¢ Dy,
kde g = y%, coze je podminka z algoritmu.

17. Mame diferencialni rovnici

Y =3y
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Mame stacionarni feSeni y = 0 na R. Na intervalech y € (—00,0) a y € (0, 00) FeSime a
dostavame

Jy=e"+k.
Dopocitejte feSeni a slepte, kde to lze. (Pozor, pro rizna k lepeni funguje rtizné.)

Zdroj:https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ barta/pcODR/ ReSeni: Pro ¢ € [0,00) je
y=(e*+c) xR

Dale méame y = 0 na = € R.

Pro ¢,d € (—0,0), d < ¢ lepime:

plus pripady

y— {(ew +¢)?, € (—o0,In(—c)],
0, z € (In(—c), 00)

) 0, x € (—o0,In(—d))
v= (e +d)3, =€ [In(—d),o0)
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