






























II. 5. A������� ������������ ����� 505
(443) Určete délku oblouku řetězovky f(x) = a cosh x

a
, I = [−1, 1].

Řešení:
Připomeňme, že platí

sinh x =
ex − e−x

2
, cosh2 x− sinh2 x = 1.

l =

� 1

−1

�
1+ sinh2 x

a
dx =

� 1

−1

�
cosh2 x

a
dxcosh je všude kladný =

=

� 1

−1

cosh x
a

dx =
�
a sinh x

a

�1
−1

= a
�sinh 1

a
− sinh −1

a

�
=

= a(e 1
a − e− 1

a ).
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1.2 Kritéria pro konvergenci č́ıselných řady

Př́ıklad 1.4: Pomoćı integrálńıho kritéria vyšetřeme konvergenci řady

∞�

n=1

1

nk
, k ∈ R .

Řešeńı: Pro k ≤ 0 řada diverguje, protože neńı splněna nutná podmı́nka konvergence

( lim
n→∞

1

nk
�= 0). Vyšetř́ıme nyńı konvergenci pro k > 0. Na intervalu �1,∞) je funkce

f(x) =
1

xk
spojitá, klesaj́ıćı a kladná. Pro n-tý člen dané řady plat́ı an = f(n) =

1

nk
.

Můžeme použ́ıt integrálńı kritérium. Pro k > 1 plat́ı

� ∞

1

1

xk
dx =

� ∞

1

x−kdx =

�
x1−k

1− k

�∞

0

= 0 .

Pro 0 < k < 1 plat́ı � ∞

1

1

xk
dx =

�
x1−k

1− k

�∞

0

= ∞ .

Pro k = 1 plat́ı � ∞

1

1

x
dx = [ln |x|]∞0 = ∞ .

Daná řada konverguje pro k > 1 a diverguje pro k ≤ 1 .

Př́ıklad 1.5: Vyšetřeme konvergenci řady

∞�

n=1

1

n+ 2
.

Řešeńı: Použijeme-li pro řadu
∞�

n=1

1

n+ 2
substituci m = n+ 2 dostaneme

∞�

n=1

1

n+ 2
=

∞�

m=3

1

m
=

∞�

m=1

1

m
− 1 − 1

2
= ∞ − 3

2
= ∞ .

Podle př́ıkladu 1.4 řada
∞�

m=1

1

m
diverguje, diverguje proto i daná řada.

Př́ıklad 1.6: Vyšetřeme konvergenci řady

∞�

n=1

1

n 2n
.
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Řešeńı: Funkce f(x) =
1

1 + x2
je spojitá klesaj́ıćı a kladná na intervalu �1,∞) . Použijeme

integrálńı kritérium.
� ∞

1

1

1 + x2
dx = [arctg x]∞1 =

π

2
− π

4
=

π

4
< ∞ .

Integrál konverguje, konverguje tedy i daná řada.

Př́ıklad 1.10: Vyšetřeme konvergenci řady

∞�

n=1

1√
n+ 1

.

Řešeńı: Funkce f(x) =
1√
x+ 1

je spojitá klesaj́ıćı a kladná na intervalu �1,∞) . Použijeme

integrálńı kritérium.
� ∞

1

1√
x+ 1

dx =
�
2
√
x+ 1

�∞
1

= 2
�
lim
x→∞

√
x+ 1−

√
2
�

= ∞ .

Integrál diverguje, diverguje tedy i daná řada.

Př́ıklad 1.11: Vyšetřeme konvergenci řady

∞�

n=1

(−1)n
1√
n
.

Řešeńı: Označme an =
1√
n
. Plat́ı 0 < an+1 < an pro n ≥ 1 a lim

n→∞
1√
n

= 0 . Podle

Leibnitzova kritéria řada
∞�

n=1

(−1)n
1√
n
konverguje. Vyšetřeme ještě absolutńı konvergenci,

t.j. zda konverguje řada absolutńıch hodnot
∞�

n=1

1√
n
. Tato řada podle př́ıkladu 1.4 diverguje.

Řada
∞�

n=1

(−1)n
1√
n

konverguje tedy neabsolutně.

Př́ıklad 1.12: Vyšetřeme konvergenci řady

∞�

n=1

�
1 + n

2n+ 1

�n

.

Řešeńı: Použijeme odmocninové (Cauchyovo) kritérium. Plat́ı

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
1 + n

2n+ 1
=

1

2
< 1 .

Řada
∞�

n=1

�
1 + n

2n+ 1

�n

tedy konverguje.
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Kapitola 2. Řešené přı́klady 31

Řešenı́. Pro vyšetřenı́ konvergence dané řady užijeme integrálnı́ kritérium. Označme
f (x) = 1

x·lnp x pro každé x ≥ 2. Funkce f je na intervalu �2,∞� kladná a klesajı́cı́. Platı́

∞�

2

1
x · lnp x

dx = lim
b→∞

� b

2

1
x · lnp x

dx.

Při výpočtu primitivnı́ funkce použijeme substitučnı́ metodu:

z = lnx

dz =
1
x

dx.

Dosadı́me do předchozı́ho integrálu, v přı́padě p �= 1 dostáváme

lim
b→∞

� b

2

1
x · lnp x

dx = lim
b→∞

� lnb

ln2

1
zp dz = lim

b→∞

�
z−p+1

−p+1

�lnb

ln2
=

= lim
b→∞

�
ln−p+1 x
−p+1

�b

2
= lim

b→∞

ln1−p x
1− p

− ln1−p 2
1− p

.

Odtud vidı́me, že

∞�

2

1
x · lnp x

dx = ∞ je-li 0 ≤ p < 1

∞�

2

1
x · lnp x

dx =
ln1−p 2
p−1

< ∞ je-li p > 1.

V přı́padě p = 1 platı́

∞�

2

1
x · lnx

dx = lim
b→∞

ln lnx− ln ln2 = ∞.

Daná řada
∞
∑

n=2

1
n·lnp n tedy konverguje pro p > 1 a diverguje pro 0 ≤ p ≤ 1 (stejně jako

v přı́padě p< 0, kdy namı́sto integrálnı́ho kritéria stačı́ užı́t srovnávacı́ kritérium a porovnat
zadanou řadu s divergentnı́ harmonickou řadou).

Přı́klad 2.24. Vyšetřete konvergenci řady
∞

∑
n=1

(−1)n

n
√

n
.

Řešenı́. Kdyby zadaná řada konvergovala, musela by splňovat nutnou podmı́nku konver-
gence

lim
n→∞

(−1)n

n
√

n
= 0, a tedy i lim

n→∞

����
(−1)n

n
√

n

����= lim
n→∞

1
n
√

n
= 0.



Nyní spočítáme nevlastní integrál:
∞�
2

1
x ln3 x

dx.

∞�

2

1

x ln3 x
dx = lim

t→∞

�
− 1

2 ln2 x

�t

2
=

= lim
t→∞

� 1

2 ln2 2
− 1

2 ln2 t

�
=

1

2 ln2 2
− 0 = 1

2 ln2 2

Vidíme, že
∞�
2

1
x ln3 x

dx je konečný, takže dle integrálního kritéria je vy-

šetřovaná řada
∞�

k=2

1
k·ln3 k

konvergentní.

Příklad 36: Vyšetřete konvergenci nebo divergenci řady

∞�

n=1

arctan3 n
(1 + n2)

.

Protože arctann je kladný pro všechna n > 0, a výraz 1 + n2 je též
kladný, jde o řadu s kladnými členy. Budeme-li chtít vyšetřit konver-
genci nebo divergenci této řady pomocí integrálního kritéria, musíme
ověřit jeho podmínky pro funkci f : f(x) = arctan3 x

1+x2
.

1.

lim
x→∞

arctan3 x
1 + x2

=
lim

x→∞ arctan
3 x

lim
x→∞(1 + x2)

= 0

2. Pro vyšetření monotonie najdeme první derivaci funkce f .

f �(x) =

�
arctan3 x
1 + x2

��
=
3 arctan2 x
1+x2

· (1 + x2)− 2x · arctan3 x
(1 + x2)2

=

=
3arctan2 x− 2x · arctan3 x

(1 + x2)2
=
arctan2 x
(1 + x2)2

· (3− 2x · arctanx)

Aby funkce f byla nerostoucí na intervalu �1;∞), musela by na
tomto intervalu být f �(x) ≤ 0. Vidíme, že tomu tak ale není.
Znaménko první derivace určuje výraz (3 − 2x · arctanx), neboť
ostatní výrazy, které obsahuje předpis pro derivaci, jsou již kladné

67



pro ∀x ∈ �1;∞). Pro x = 1 je však výraz (3 − 2x · arctanx)
kladný, což je ve sporu s našim požadavkem. Protože jsou však
funkce 2x a arctanx rostoucí na R a kladné na (0;∞), je funkce
(3−2x ·arctanx) klesající. Pro x = 2 je již výraz (3−2x ·arctanx)
záporný, protože

2 · 2 · arctan 2 > 4 · arctan 1 = 4 · π

4
= π > 3.

Protože je funkce (3− 2x · arctanx) klesající, budou její hodnoty
záporné pro všechna x > 2. To znamená, že i první derivace f �

bude záporná a my na základě této skutečnosti můžeme tvrdit, že
funkce f : f(x) = arctan3 x

1+x2
je klesající na intervalu �2;∞).

Pokud bude existovat integrál
∞�
2

f(x)dx, bude řada
∞�

n=2

arctan3 n
(1+n2)

konvergentní. Nebude nám vadit, jestliže vyšetříme konvergenci
řady jen od jistého n0 počínaje, protože konvergence řady nezávisí
na změně nebo vynechání konečného počtu členů.

Nyní, když jsme ověřili podmínky kritéria, můžeme vypočítat integrál

∞�

2

arctan3 x
1 + x2

dx.

Primitivní funkci k funkci f najdeme opět substituční metodou.

� arctan3 x
1 + x2

dx →
�����
arctanx = y
1
1+x2

dx = dy

����� →
�

y3dy =
y4

4

Pokud se vrátíme k substituci, dostaneme:

� arctan3 x
1 + x2

dx =
arctan4 x
4

.

Hledaný nevlastní integrál tedy bude:

∞�

2

arctan3 x
1 + x2

dx = lim
t→∞

�
arctan4 x
4

�t

2

= lim
t→∞
1
4

�
arctan4 t− arctan4 2

�
=

=
1
4

·
�

π

2

�4
− arctan

4 2
4
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Protože integrál je konečný, bude vyšetřovaná řada
∞�

n=1

arctan3 n
(1+n2) konver-

gentní dle integrálního kritéria.

V předchozích příkladech jsme užívali integrálního kritéria k důkazu kon-
vergence či divergence nekonečné číselné řady. Ukažme si ještě jedno použití
integrálního kritéria. Protože tvrzení má tvar ekvivalence, můžeme jej vyu-
žít také k důkazu existence nevlastního integrálu. Pokud totiž ukážeme, že
∞�

k=1
f(k) konverguje, bude existovat i integrál

∞�
1

f(x)dx. Je to výhodné v pří-

padech, kdy potřebujeme zjistit, zda je daný nevlastní integrál konečný a
nepotřebujeme znát jeho hodnotu.

Příklad 37: Rozhodněte, zda existuje integrál

∞�

1

dx

x 3
√

x2 + 1

Rozhodovat o existenci tohoto integrálu jeho výpočtem je v tomto pří-
padě komplikované, zkusme proto užít integrálního kritéria. Snadno
se ověří, že lim

x→∞
1

x 3
√

x2+1
= 0 a funkce 1

x 3
√

x2+1
je klesající na intervalu

�1;∞). Proto stačí ukázat konvergenci řady
∞�

k=1

1
k 3
√

k2+1
. Užijme srovná-

vacího a integrálního kritéria (věty 3.3). Dostaneme:

1

k 3
√

k2 + 1
≤ 1

k
3
√

k2
=
1
3
√

k5
=
1

k
5
3

.

Protože 53 > 1 je řada
∞�

k=1

1

k
5
3
konvergentní dle věty 3.3 a dle srovnáva-

cího kritéria je konvergentní i řada
∞�

k=1

1
k 3
√

k2+1
, takže dle integrálního

kritéria je konečný i integrál
∞�
1

dx

x 3
√

x2+1
.

Příklad 38: Vyšetřete konvergenci integrálu

∞�

1

1√
x2 + x+ 1

.
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Č́ıselné řady - řešené př́ıklady 5

Řešeńı: Daná řada je alternuj́ıćı, proto ověř́ıme předpoklady Leibnizova kritéria. Plat́ı

lim
k→∞

(−1)k+1 ln
�

1 +
1
k

�
= 0

(členy řady konverguj́ı k nule) a dále

ln
�

1 +
1
k

�
> ln

�
1 +

1
k + 1

�

(absolutńı hodnoty člen̊u řady tvoř́ı klesaj́ıćı posloupnost). Podle Leibnizova kritéria tedy uvedená řada
konverguje. Posoud́ıme absolutńı konvergenci, tj. konvergenci řady absolutńıch hodnot

∞�

k=1

����(−1)k+1 ln
�

1 +
1
k

����� =
∞�

k=1

ln
�

1 +
1
k

�
.

To je však podle př́ıkladu 1.3 divergentńı řada, a proto je konvergence p̊uvodńı řady pouze neabsolutńı
(relativńı).

Částečně řešené př́ıklady:

1.15. Př́ıklad. Rozhodněte o konvergenci řady
∞�

k=1

(k !)2

(2k)! .

Řešeńı: Užijeme limitńı pod́ılové kritérium. Nejprve uprav́ıme výraz ak+1/ak jako

[(k + 1)!]2

[2(k + 1)]!
· (2k)!
(k !)2

=
(k + 1)2

(2k + 2)(2k + 1)
=

k + 1
2(2k + 1)

;

odtud lim
k→∞

ak+1/ak = 1
4 , a řada tedy konverguje.

1.16. Př́ıklad. Rozhodněte o konvergenci řady
∞�

k=1

k3

ek .

Řešeńı: Pomoćı limitńıho odmocninového kritéria máme

lim
k→∞

k
√

ak =
1
e

< 1,

řada tedy konverguje.

1.17. Př́ıklad. Rozhodněte o konvergenci řady
∞�

k=1

ln k
k2 .

Řešeńı: Na základě integrálńıho kritéria posuzujeme konvergenci nevlastńıho integrálu
∞�
1

ln x
x2 dx. Substi-

tućı t = lnx jej převedeme na
∞�
0

t e−t dt. Konvergenci tohoto integrálu lze považovat za samozřejmou;

můžeme ji ověřit např. př́ımým výpočtem metodou per partes. Řada proto konverguje (např. podle
integrálńıho kritéria).

1.18∗. Př́ıklad. Rozhodněte o konvergenci řady
∞�

k=1

sin 1
k .

Řešeńı: Nab́ıźı se srovnáńı s divergentńı harmonickou řadou. Provedeme proto odhad sinx ≥ 2
π x pro

všechna x ∈ �0,π/2� (nakreslete si obrázek). Protože 1/k ∈ �0,π/2� pro všechna k = 1, 2, . . ., máme
sin 1

k ≥ 2
π · 1

k pro všechna k = 1, 2, . . . . Divergence dané řady tedy plyne ze srovnávaćıho kritéria.

1.19. Př́ıklad. Rozhodněte o konvergenci, resp. absolutńı konvergenci řady
∞�

k=2

(−1)k

k ln k .
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