16. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Priklady
1. typ R (m, v+ a)
1
(2) flz) = 21+ 2vz + ¥Vz)
Resenti:

Pouzijeme substituci ¢t = /x. Potom
de (x 6" - 6t5]
a tedy dz = 6t° dt. Odtud vyplyva, Ze
1 1 1
dz = 6t° dt =6 | ——————— dt.
/x(1+2\/§+ ) /t6(1+2t3+t2) /t(1+t2+2t3)

Trojclen ve jmenovateli mé ziejmé kofen —1 a lze jej tedy rozlozit na tvar
(t+1)(2t2 — t + 1). Déle postupujeme rozkladem na parcialni zlomky.

1 A B Ct+D

)P —t+D) ¢ i+l 2@ —it1

Prendsobenim jmenovateli dostaneme
1=A(t+1)(2t* =t +1) + Bt(2t> =t + 1) + (Ct + D)t(t + 1).

Dosazenim t = 0 a t = —1 dostaneme, ze A =1 a B = —i. Porovnanim
koeficientu u t3 mame, ze 2A + 2B + C = 0, tedy C = —2A — 2B = —%,
a porovnanim koeficientu u linearniho ¢lenu mame, ze B + D = 0, tedy ze

D=-B= %. Odtud vyplyva, ze

1
tt+1)(2t2—t+1)

11 1 6t—1
At+1 82— L4 17

1
ot

Integraly prvnich dvou ¢lent jsou zfejmé, posledni ¢len integrujeme dalsim
rozkladem na

166—3+5 3 2t—3 1 1

t 1 t 1 t 1

Prvni ze séitancu pak lze integrovat substituci jmenovatele, druhy podle
vzorce

2
arctan _2ytP je-li 4q > p?.

dy c 2
/92+py+q_\/4q—p2 Vaq — p?’

1




Kombinaci vsech vysledku dostaneme, ze

lIQ

/ ! d —6/1dt
c(1+2vT+ vz) t(1 + 2 4 213)

c 6 18 5 t 1 2t—1 ¢
=6Int— - 1In(1 - —1 T =
61nt 41(1( +1t) S n<t 2+2> 16\/73chtan =

]
c 3 9 9 4t —1
=6lnt—=-In(14+¢t)—-In(2t"—¢t+1) — arctan =
g (1) = in N AN
3 4¥r —1
=Inz— =In(1+ < 2V — Sz +1 arctan ————.

Ve druhém fadku jsme pouzili fakt, ze In(g(t)) g In(ag(t)) pro kazdé a > 0,
tedy Ze rozsifenim vyrazu uvniti logaritmu kladnym ¢islem ziskdme az na
konstantu stejny vyraz (se stejnym definiénim oborem). Logaritmy ve vyrazu
muzeme jesté sjednotit do jednoho, naptiklad takto:

& 4xr -1
§ln A 5 arctan L
47 (14 )2 2¥z— Yz +1)° 2V7 VT

Puvodni funkce je spojita (a definovand) na (0,00). Tamtéz je definovana
substituce a tamtéz vyjde vysledna funkce.

_ 1—+vVax+1
(b) f(x) = Hgi\/m
Resenti:

Pouzijeme substitutci ¢t = ¢/z + 1. Potom dz = 6t> dt a

1—Vr+1 1—
/S“Ter 26t5 dt.
1+ vr+1 1+1¢
Protoze
-1
B (2 4+1) =4t -2 —t+1
(=t + ) (" + 1) =—t" +t" + + +1+t2
je
1 , . 1 2t 1 c
6t5dt =6 | (—t°+t*+2 —t? —t+14+-————— | dt =
/1+t2 /( T + +21+t2 1+¢2
6., 6. 3
g —otT 4 21?4 Sit =268 =362 4 6t + 3In(1 +1%) — Garctan ¢,
6, 6, 3. ‘ , .
= —?(\6/3; + 1)7+5(\%: + 1)5+§(\°/x + 1) —2(Vo +1)3-3(Vx + 1)2+6(Vz + 1)

+3In(1 + (vz + 1)?) — 6arctan (Vz + 1)

Funguje pro = € (—1, 00).



1
(c) flz) = m
Resent:
Pouzijeme substituci ¢t = /. Potom

_— = = = 7t
dr 4" 1

a tedy dz = 4¢3 dt. Odtud

1 4¢3 4t
[ arvmvate= e = ai

Rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

a4 A N B N C
(1463 1+t (1+1)2 (1+0)3

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme
4t = A1 +t)*+ B +1t)+C,
odkud dosazenim t = —1 dostdavame, ze C = —4. Déle méame, Ze
4t = (A+ B+C)+ (2A+ B)t + At?,

odkud ihned méame, ze A =0 a B = 4. Tudiz

At 4 4 o 4 P
/(1+t)3 dt:/((1+t)2_(1+t)3> dt:_1+t+(1+t)2

244t 244V
(1+t)?2 (14 y2)*

Pro z € (0, 00).

2. typ R <x, kY. Z;_ts)
Ver+1l—+vz—1
(a) f(z)= :
Ver+1l++yx—-1
Reseni: Definiénim oborem funkce f je interval [1, +00), maximéln{ otevienou

podmnozinou je interval (1, +o00). Primitivni funkei sta¢i uréit na tomto in-
tervalu.

Vyraz nejprve upravime vytknutim

[z+1 [a+1
Ve+l-vVz—-1 z—1 %_1_ o1 1

3



a poté pouzijeme substituci

r+1
t =
Vao—1’

1+ ¢ dr  2t(1 —t2) + 2t(1 + t?) 4t

odkud mame

1= dt (1—t2)2 (1+12)2

Odtud vyplyva, ze

z+l
Vr+1—+x 1dx:/\/x—1 dx:/t 1 4t df —

Vztl+ya—1 t4+1 (1+12)2

[z4+1
o1

standardnim rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

_/ 2 2t — 2) 4 dt_/ 2 26 . 2 4 "
B T+t 1+t (1+2)2 N T+t 1482 1+ (14¢2)2

druhy séitanec integrujeme substituci jmenovatele, ¢tvrty napiiklad substi-
tuci t =tg y

2t 1+1)? 2t
g21n|1+t|—ln(1+t2)—|—2arctan t—2arctant—1+t2 =1In (1it2 i
zbyva dosadit za t:
z+1 2 +
x
<1+ ﬁ) 2z

(V) (V)

1
T) = .
/(@) {’/(1‘4-1)2(1'—1)4
Resenti:
Upravme

1 1 z—1\%3
{’/(93+1)2(:c—1)4 (z—1)2 <x—i—1>

a pouzijeme substituci

<x—1>1/3 B34+ de  362(1 — %) + 362(1 + %) 6t2

T+ 1 1o At (1—13)2 T a-8)2
Odtud také vyplyva, ze

3 +1 23




Dostavame tak, ze

/3/(95*-1(;?@—1)4 _/(;c_ll)z (i;i)m de =

/3 c 3 3,/r+1
By U .
22 2t 2V az—1

Pro z € (—o0, —1) U (—1,1) U (1, 00).

(©)
[Vizite

Resenti:
= 1—=2
1+
L=t
1+1t2
—4¢
dz = mdt
tedy

1—z1 1+1? —4tdt —4t% dt -2 2
—dz= |t = = + dt =

l+zx 1—t2(1+t%)? (1—-t2)(1+12) 1—t2  1+41¢
- 14/ 172
2arctan t — In 1+t‘—2aretan ! S Y e
1+z

Pro z € (—1,0) U (0,1).
3. typ R(x, \/a$2—i—bm+c>
(a)
[ e
Va2 +2x+4

Reseni: Substituce Va2 +2r+4— 1z =t

(t—2)(t+2)
21— 1)

Qe 24
YT T e

cili



/“‘ﬂdx_/wﬁ—®@+2) e et S
Vi +2z+4 2(1 —t) ¢4 =202 2(1—¢)2

2(1-1)

1(t+2)(t—2) 1 t—1 3
e e T B e R L

1 3
—(t+2n|t -1+ ——
2(—1— n| |+t—1>

1 3
:(\/x2+2x+4—x+2ln|\/x2+2x—|—4—x—1|+ >
2 Vaz+2r+4—2—1

Pro z € R.

(b)
1

ol Vat a2

f(x)

Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza/pages/specialni-integracni-

metody.html
374

1
(x—1)Va?+ax+1

fz) =

Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza,/pages/specialni-integracni-

metody.html
375

1

LS Y B

Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza/pages/specialni-integracni-

metody.html
376



Il. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METOBY

431

(374) Pomoci vhodné substituce vypoltéte

J dx
T+vVxZtx+2

Regeni;
j dx | polynom —x? + x + 2 ma reélné kofeny 2,—1| =
T+vV—=xt+x+2 ’
1 =
x+; et
_ dx Xﬂ%z_%s =J [CERI
My xtny/e | xti=ah T+t
dxu-—,;zjf—;‘zdt
[ _ 2
_ 6t 2 +1 dt=—6[ t i
J2+12 4243t +1 24+ 1){t2+3t+1)
JV 52¢4+34+45 241 5-2t—3++5
4
=—i—1—ln’2t+3+\/_‘ Zarctgt——(——)l \—Zt-3+x/§‘+c=
2—
=—3‘5/—§l 2 1+3+\/_ +-—-—1n \/

27—
— 2arctg x—-{-)l( +C

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasgil



432 H. INTEGRALN! POCET FUNKC! JEDNE PROMENNE

{375) Pomoci vhodné substituce vypottéte

dx
J(x—l)\/x2+x+1'

Regeni:
polynom %% +x + 1 nemé reédlné koteny
V24 x+1=x+1
_12
j dx X =5
2y =
(x=1Dvxi+x+1 7“—1=_%
_ oty
x+t—2tzt:‘_*1'
_2(t2—t41)
dX—Tt—_"ﬁp_—dt
—2(t2—t+1
—J—~—-—~”"‘”+’} dt—J——z dt—J LN S N A P
— g ot t24+2t—2 3t+14+v3 3—t—14+43

\/gln‘t+1+\/§’+\/T§ln‘—t—l+\/§‘=

Y

——ﬁln VXIFx+1—x+14+V3 P
3 x—vVxIFx+1—1++3 '

Petr Zemadnek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ " xzemane?



II. 3. SPECIALNI INTEGRAENI METODY 433

(376) Pomoci vhodné substituce vypoctéte

J dx
x+vVxE—x+1

polynom x? —x 4+ 1 neméa reélné kofeny
dx Vi—x+T=t—x
J-x+\/xz—x+1 x=§i—j -
d —Z(tz_t"'”dt
= @12
202 —t+1) 2
_J Z—11 ”ZJ.t _t+1d1‘,—
Tl T L, et Yy —12
R AN R
2 3 3 uw=2t—1 3 3
_J(I_Zt—'l +(2t_1)2)dt| du = 2dt | —Zlnlt|+J(—E+m> du=
3 3 3 3

=2[n‘x+\/xz—x+1‘—%ln‘2x+2\/x2—x+1—1‘— ! + C.

Ax + 20X —x+1-=2

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hagil



4. Ostatni

1 -

a T) = . ReSeni:
(2) flx) 1+vz+V1+z

Pouzijeme substituci

t=+vx+V1+aza.
Potom
2 —1\? de _, -1 42-22+42 -1 41
2t ’ dt 2t 412 t 2t2
a mame
1 (-1 +1) 1 [ (t-1)F+1) 1 (-2 +t—1
dx = . dt==- | ————dt== | ——————— dt =
/f(x) v /1—|-t 23 2/ £ 2/ 3

1 1 1 1\ ¢l 11
(-t ) @l (- ) =
2/< i e t3> 2< nff t+2t2>

3 (Va4 VIFE - miE + VT -

1 1
Vitvita zﬁ+(m)2>‘

Pro x > 0.



